
2. Przyk³adowe scenariusze lekcji

Scenariusz nr 1

Zakres podstawowy i rozszerzony

Temat lekcji: „Funkcja kwadratowa – wykres i w³asnoœci”.

Celem lekcji jest zapoznanie uczniów z wykresem funkcji kwadratowej y = ax2 + bx + c,

a � 0 i okreœlenie znaczenia wspó³czynników a, b, c.

Czas trwania lekcji – jedna jednostka lekcyjna (45 minut).

Forma pracy – praca (w grupach) przy komputerach.

Materia³y pomocnicze, œrodki dydaktyczne – komputery, program (wraz z opisem dos-

têpny na stronie internetowej www.pazdro.com.pl), zestawy zadañ dla ka¿dego ucznia

(za³¹czniki nr 1 i nr 2)

Zamierzona struktura lekcji

Kolejne

etapy
Proponowany przebieg lekcji Czas

Umiejêtnoœci

kszta³towane na

lekcji

I
fa

za

Z
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n
g

a¿
o

w
an

ie

Nauczyciel:

– podaje temat lekcji;

– czuwa nad tym, by ka¿dy mia³ odpowied-

nie warunki do pracy z komputerem;

– omawia metodê pracy i sposób korzystania

z programu;

– rozdaje kartki z zadaniami (za³¹cznik nr 1);

– poleca, aby uczniowie przeprowadzili

obserwacjê wykresów odpowiednich funk-

cji stosuj¹c program komputerowy;

– sugeruje, by uczniowie wyci¹gnêli wnioski

dotycz¹ce roli wspó³czynników a, b, c.

5 minut komunikacja

uczeñ-nauczyciel;
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II
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B
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ie

Uczniowie:

– zapoznaj¹ siê z dzia³aniem programu;

– w zeszytach zapisuj¹ temat lekcji i treœæ za-

dania;

– wpisuj¹ otrzymane wzory i obserwuj¹ na

ekranie wykresy odpowiednich funkcji;

– dyskutuj¹, próbuj¹c znaleŸæ odpowiedzi na

postawione pytania.

Nauczyciel:

– s³uchacz i obserwator.

15

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

komunikacja

uczeñ-uczeñ;

analizowanie;

wnioskowanie;

II
I

fa
za

P
rz

ek
sz

ta
³c

an
ie Nauczyciel:

rozdaje zadanie dotycz¹ce w³asnoœci jedno-

mianu kwadratowego (za³¹cznik nr 2);

Uczniowie:

– rozwi¹zuj¹ zadania, przygotowuj¹ siê do

prezentacji.

10

minut

komunikacja

uczeñ-uczeñ;

analizowanie,

wnioskowanie;

IV
fa

za

P
re

ze
n
ta

cj
a

Wybrani uczniowie:

– prezentuj¹ rozwi¹zanie przy tablicy.

Nauczyciel:

– obserwuje sposób prezentacji; w razie po-

trzeby komentuje efekty pracy uczniów.

10

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

analizowanie;

autoprezentacja;

argumentowanie;

wnioskowanie;

V
fa

za

R
ef

le
k
sj

a

Uczniowie:

– uœwiadamiaj¹ sobie, czego siê nauczyli;

– wyci¹gaj¹ wnioski do dalszej pracy;

– oceniaj¹ przebieg lekcji i osi¹gniête rezultaty.

Nauczyciel:

– wyra¿a w³asn¹ opiniê na temat przebiegu

lekcji i zaanga¿owania uczniów, s³ucha

uwag uczniowskich;

– rozmawia z uczniami na temat przydatnoœ-

ci komputera na lekcji matematyki;

– zadaje pracê domow¹.

5 minut porz¹dkowanie in-

formacji;

pog³êbienie pro-

cesu uczenia siê;

wnioskowanie.
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Za³¹cznik nr 1

Narysuj, u¿ywaj¹c programu, w jednym uk³adzie wspó³rzêdnych wykresy czterech nastê-

puj¹cych funkcji:

a) y = x2, y = 2x2, y = 4x2, y = 0,5x2;

b) y = –x2, y = –2x2, y = –4x2, y = –0,5x2;

c) y = 2x2, y = 2x2 + 1, y = 2x2 + 3, y = 2x2 – 4 ;

d) y = 2x2 + 4x, y = 2x2 + 4x + 1, y = 2x2 + 4x – 3, y = 2x2 + 4x + 2;

e) y = 2x2 + 4x, y = 2x2 + 6x, y = 2x2 – 4x, y = 2x2 – x.

Po zapoznaniu siê z wykresami odpowiedz na pytania:

1. W jaki sposób wp³ywa na zmianê wykresu wspó³czynnik przy x2? Jakie znaczenie ma

znak tego wspó³czynnika? Jak zmienia siê wykres, jeœli zmniejszymy lub zwiêk-

szymy ten wspó³czynnik? (punkty a i b)

2. Jak¹ rolê odgrywa wyraz wolny? Jak zmienia siê wykres, jeœli nie zmieniamy

wspó³czynników przy x2 i przy x, a zmieniamy wyraz wolny? (punkty c i d)

3. W jaki sposób wp³ywa na zmianê wykresu wspó³czynnik przy x? (punkt e)

Za³¹cznik nr 2.

Uzupe³nij tabelkê:

W³asnoœci funkcji f(x) = ax
2
, a � 0

W³asnoœci funkcji a > 0 a < 0

1. Dziedzina

2. Zbiór wartoœci

3. Miejsce zerowe

4. Zbiór argumentów, dla których

funkcja przyjmuje wartoœci dodatnie

5. Zbiór argumentów, dla których

funkcja przyjmuje wartoœci ujemne

6. Parzystoœæ funkcji

7. Nieparzystoœæ funkcji

8. Ró¿nowartoœciowoœæ

9. Monotonicznoœæ

10. Ograniczonoœæ

11. Wartoœæ najmniejsza

12. Wartoœæ najwiêksza

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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Uwagi i spostrze¿enia

I. Rozwi¹zanie zadañ.

Zadanie z za³¹cznika nr 1

Uczniowie powinni wyci¹gn¹æ nastêpuj¹ce wnioski:

Ad 1.

Wykresem jednomianu kwadratowego f(x) = ax2, a � 0 jest parabola o ramionach skie-

rowanych ku górze, jeœli a > 0, ku do³owi, jeœli a < 0.

Im wiêksza jest wartoœæ bezwzglêdna wspó³czynnika a, tym bli¿ej osi OY znajduj¹ siê ra-

miona paraboli.

Ad 2.

Wykres funkcji y = f (x) + c powstaje w wyniku przesuniêcia równoleg³ego wykresu funk-

cji y = f (x) o wektor [0, c]. Zatem wspó³czynnik c wp³ywa na przesuniêcie odpowiedniej

paraboli w kierunku równoleg³ym do osi OY.

Ad 3.

Zmiana wspó³czynnika przy x powoduje przesuniêcie wykresu odpowiedniej funkcji

(wspó³czynnik ten wp³ywa na obie wspó³rzêdne wektora przesuniêcia).

Uwaga. Wystarczy, aby uczniowie wyci¹gnêli powy¿szy ogólny wniosek. Na ten wnio-

sek mo¿na siê powo³aæ we wprowadzeniu do jednej z kolejnych lekcji (postaæ kanoniczna

trójmianu kwadratowego). Wtedy te¿ nale¿y sprecyzowaæ wspó³rzêdne wektora przesu-

niêcia.

Zadanie z za³¹cznika nr 2

W³asnoœci funkcji f (x) = ax
2
, a � 0

W³asnoœci funkcji a > 0 a < 0

1. Dziedzina R

2. Zbiór wartoœci �0, +�) (–�, 0�

3. Miejsce zerowe x = 0

4. Zbiór argumentów, dla których

funkcja przyjmuje wartoœci dodatnie
R – {0} �

5. Zbiór argumentów, dla których

funkcja przyjmuje wartoœci ujemne
� R – {0}

6. Parzystoœæ funkcji Funkcja jest parzysta

7. Nieparzystoœæ funkcji Funkcja nie jest nieparzysta

8. Ró¿nowartoœciowoœæ Funkcja nie jest ró¿nowartoœciowa

Matematyka Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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9. Monotonicznoœæ

Funkcja jest rosn¹ca

w przedziale �0, +�),

a malej¹ca

w przedziale (–�, 0�

Funkcja jest rosn¹ca

w przedziale (–�, 0�,

a malej¹ca

w przedziale �0, +�),

10. Ograniczonoœæ

Jest ograniczona

z do³u, nie jest

ograniczona z góry

Jest ograniczona

z góry, nie jest

ograniczona z do³u

11. Wartoœæ najmniejsza f (0) = 0 Nie istnieje

12. Wartoœæ najwiêksza Nie istnieje f (0) = 0

II. Spostrze¿enia

Komputer w czasie lekcji znacznie przyspiesza tempo prowadzenia lekcji. Zadanie wstêpne

polega na narysowaniu w sumie 20 wykresów, narysowanie ich na tablicy zajê³oby nawet

najzdolniejszym uczniom wiele czasu. Komputer daje mo¿liwoœæ obserwacji kilku wy-

kresów jednoczeœnie, pozwala te¿ na szybk¹ zmianê wspó³czynników oraz wykonanie

wielu podobnych æwiczeñ, które nauczyciel mo¿e sam przygotowaæ. Podany program

mo¿e byæ wykorzystany przy innych tematach zwi¹zanych z funkcj¹ kwadratow¹.

Lekcja sk³ada siê w zasadzie z dwóch czêœci: I – obserwacja wykresów na ekranie moni-

tora, II – opis w³asnoœci funkcji (ju¿ bez komputera). Na poziomie rozszerzonym mo¿na

rozbudowaæ II czêœæ lekcji, np. przeprowadzaj¹c dowody wybranych w³asnoœci (monoto-

nicznoœæ, parzystoœæ) – mo¿na skorzystaæ z podrêcznika str. 36.

W ramach pracy domowej warto te¿ poleciæ uczniom opis w³asnoœci funkcji z za³¹cznika 1.

punkt c).

Scenariusz nr 2

Zakres podstawowy i rozszerzony

Temat lekcji: „Wartoœæ najmniejsza i najwiêksza funkcji kwadratowej w przedziale

domkniêtym”.

Celem lekcji jest zapoznanie uczniów z metod¹ znajdowania wartoœci najwiêkszej i war-

toœci najmniejszej funkcji kwadratowej w przedziale domkniêtym.

Czas trwania lekcji – jedna jednostka lekcyjna (45 minut).

Forma pracy – praca (w grupach) przy komputerach

Materia³y pomocnicze, œrodki dydaktyczne – komputery, program (wraz z opisem dostêp-

ny na stronie internetowej www.pazdro.com.pl), zadania na kartkach dla ka¿dego ucznia

(za³¹cznik nr 1)
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Zamierzona struktura lekcji

Kolejne

etapy
Przebieg lekcji Czas

Umiejêtnoœci

kszta³towane na

lekcji

I
fa

za

Z
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n
g

a¿
o

w
an

ie

Nauczyciel:

– zapisuje temat na tablicy;

– dzieli uczniów na grupy przy komputerach,

czuwa nad tym, by ka¿dy mia³ odpowied-

nie warunki do pracy;

– omawia metodê pracy i sposób korzystania

z programu;

– rozdaje kartki z zadaniami (za³¹cznik nr 1);

– poleca, aby uczniowie wpisali podane wzo-

ry funkcji oraz przedzia³y argumentów

i odczytali z ekranu wartoœæ najmniejsz¹

i wartoœæ najwiêksz¹ ka¿dej z funkcji;

– sugeruje, by uczniowie wyci¹gnêli wnioski

dotycz¹ce ogólnej metody wyznaczania

wartoœci najmniejszej i wartoœci najwiêk-

szej funkcji kwadratowej w przedziale

domkniêtym.

5 minut komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

II
fa

za

B
ad

an
ie

Uczniowie:

– zapoznaj¹ siê z dzia³aniem programu;

– w zeszytach zapisuj¹ temat lekcji i treœæ za-

dania;

– wpisuj¹ otrzymane wzory i obserwuj¹ na

ekranie wykresy odpowiednich funkcji (za-

danie 1.);

– odczytuj¹ wartoœæ najmniejsz¹ i naj-

wiêksz¹ ka¿dej z funkcji.

Nauczyciel:

– s³uchacz i obserwator.

10

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

komunikacja

uczeñ-uczeñ;

analizowanie;

wnioskowanie;

II
I

fa
za

P
rz

ek
sz

ta
³c

an
ie

Uczniowie:

– dokonuj¹ podsumowania pracy przy kom-

puterze

– formu³uj¹ wnioski

– rozwi¹zuj¹ zadania 2. i 3.

Nauczyciel

– zapisuje i ewentualnie koryguje sformu³o-

wane przez uczniów wnioski.

15

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

analizowanie;

wnioskowanie;



IV
fa

za

P
re

ze
n
ta

cj
a Uczniowie wybrani przez nauczyciela lub ci,

którzy samodzielnie zg³osili siê do odpow-

iedzi prezentuj¹ wyniki pracy. Pozostali

uczniowie analizuj¹ i porównuj¹ w³asne roz-

wi¹zania z przedstawionymi na tablicy.

10

minut

autoprezentacja

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

analizowanie;

V
fa

za

R
ef

le
k
sj

a

Uczniowie:

– oceniaj¹ przebieg lekcji od strony osi¹gniê-

tych celów i atrakcyjnoœci zajêæ;

– wyci¹gaj¹ wnioski do dalszej pracy.

Nauczyciel:

– podsumowuje pracê uczniów;

– zadaje pracê domow¹.

5 minut pog³êbienie œwia-

domoœci procesu

uczenia siê.

Za³¹cznik nr 1

Zadanie 1.

Narysuj, korzystaj¹c z programu, wykresy odpowiednich funkcji i wyznacz najmniejsz¹

i najwiêksz¹ wartoœæ ka¿dej z nich. Odczytaj argumenty, dla których te wartoœci s¹

przyjmowane.

a) f (x) = 2x2 + 4x w przedziale �–3, 0�;

b) f (x) = 2x2 + 4x w przedziale �1, 2�;

c) f (x) = –
1

2
x2 + 3x + 2 w przedziale �0, 4�;

d) f(x) = –
1

2
x2 + 3x + 2 w przedziale �–2, 2�.

Zadanie 2.

Bez rysowania wykresu wyznacz najmniejsz¹ i najwiêksz¹ wartoœæ funkcji. Odczytaj ar-

gumenty, dla których te wartoœci s¹ przyjmowane.

a) f (x) = x2 – 2x + 4 w przedziale �0, 2�;

b) f (x) = –2x2 + 8 2x + 3 w przedziale �–1, 3�.

Zadanie 3.

Liczbê osób zwiedzaj¹cych wystawê n-tego dnia od momentu jej otwarcia w przybli¿eniu

podaje wzór W(n) = –4n2 + 48n – 24, n � {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

Odpowiedz na pytania:

a) W którym dniu wystawê odwiedzi³o najwiêcej osób i ile ich by³o?

b) Ile osób odwiedzi³o wystawê podczas jej trwania?

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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Uwagi i spostrze¿enia

I. Rozwi¹zanie zadañ i wydruk wykresów.

Zadanie 1.

Ad a) f (x) = 2x2 + 4x w przedziale �–3, 0�;

Uczniowie odczytuj¹: najwiêksza wartoœæ funkcji to f (–3) = 6, najmniejsza f (–1) = –2.

Ad b) f (x) = 2x2 + 4x w przedziale �1, 2�;

Uczniowie odczytuj¹: najmniejsza wartoœæ funkcji to f (1) = 6, najwiêksza f (2) = 16.

Ad c) f (x) = –
1

2
x2 + 3x +2 w przedziale �0, 4�;

Uczniowie odczytuj¹: najwiêksza wartoœæ funkcji to f (3) = 6, najmniejsza f (0) = 2.

Matematyka Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Ad d) f (x) = –
1

2
x2 + 3x + 2 w przedziale �–2, 2�.

Uczniowie odczytuj¹: najwiêksza wartoœæ funkcji to f (2) = 6, najmniejsza f (–2) = –6.

Wniosek.

Aby znaleŸæ najmniejsz¹ (najwiêksz¹) wartoœæ funkcji kwadratowej y = ax2 + bx + c, a � 0

na przedziale domkniêtym �m, n� wystarczy obliczyæ nastêpuj¹ce wielkoœci: xw, yw

(wspó³rzêdne wierzcho³ka paraboli), f (m), f (n). Jeœli xw � �m, n�, wówczas dla a > 0 funk-

cja przyjmuje najmniejsz¹ wartoœæ równ¹ yw, najwiêksz¹ zaœ – równ¹ wiêkszej z liczb

f (m), f (n). Dla a < 0 funkcja przyjmuje najwiêksz¹ wartoœæ, równ¹ yw, najmniejsz¹ zaœ

równ¹ mniejszej z liczb f (m), f (n). Jeœli xw � �m, n�, to najmniejsz¹ i najwiêksz¹ wartoœæ

wyznaczaj¹ wartoœci na krañcach przedzia³u �m, n�.

Zadanie 2.

Ad a) xw = 1; f (0) = 4; f (2) = 4; a > 0.

Zauwa¿my, ¿e xw � �0, 2�, wiêc najmniejsz¹ wartoœci¹ funkcji jest f (1) = yw = 3, naj-

wiêksz¹ f (0) = f (2) = 4.

Ad b) xw = 4 2; f (–1) = 1 – 8 2; f (3) = 24 2 – 15; a < 0.

Zauwa¿my, ¿e xw � �–1, 3�, wiêc najmniejsz¹ wartoœci¹ funkcji jest f (–1) = 1 – 8 2; naj-

wiêksz¹ f (3) = 24 2 – 15.

Zadanie 3.

W(n) = –4n2 + 48n – 24, DW = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

Ad a) Wyznaczmy odciêt¹ wierzcho³ka paraboli:

xw = 6 � DW, przy czym a < 0, wiêc najwiêksz¹ wartoœci¹ funkcji jest

yw = W(xw) = W(6) = 120.

Najwiêcej osób (120) odwiedzi³o wystawê szóstego dnia.

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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Ad b) W sumie wystawê odwiedzi³o

W(1) + W(2) + W(3) +... + W(11) = 880 osób.

II. Spostrze¿enia

1. Komputer znacznie przyspiesza tempo prowadzenia lekcji. Zadanie wstêpne zajê³oby

uczniom sporo czasu bez u¿ycia komputera. Aby narysowaæ wykresy podanych funkcji,

uczniowie musieliby wykonaæ potrzebne obliczenia (wierzcho³ek paraboli, punkty

szczególne itd.). Program pozwala szybko zmieniaæ dane, wczytywaæ ró¿ne punkty –

koñce przedzia³u, i pomaga szybko wyci¹gn¹æ ostateczny wniosek.

2. Zadanie 3. nieco ró¿ni siê od pozosta³ych. Dziedzin¹ funkcji w tym przypadku nie jest

przedzia³ domkniêty, lecz jego podzbiór – zbiór dyskretny. Zadanie dotyczy równie¿

znajdowania wartoœci najmniejszej i najwiêkszej funkcji kwadratowej i omawian¹

metodê rozwi¹zania mo¿na tu tak¿e zastosowaæ.

Wydaje siê, ¿e warto pokazaæ uczniom tego typu zadanie z ¿ycia codziennego.

3. W ramach pracy domowej mo¿na poleciæ uczniom rozwi¹zanie wybranych przy-

k³adów z zadañ 2.26, 2.27, 2.31 ze zbioru zadañ.

Scenariusz nr 3

Zakres podstawowy i rozszerzony

Temat lekcji: „Wykresy niektórych wielomianów. Nierównoœci wielomianowe”.

Celem lekcji jest utrwalenie pojêcia pierwiastka i pierwiastka wielokrotnego wielomianu

oraz wprowadzenie do rozwi¹zywania nierównoœci wielomianowych. Obserwacja wy-

kresów ró¿nych wielomianów na ekranie monitora ma pomóc uczniom w sformu³owaniu

twierdzeñ dotycz¹cych liczby pierwiastków wielomianu, w zrozumieniu pojêcia pier-

wiastka wielokrotnego i wyci¹gniêciu odpowiednich wniosków dotycz¹cych wykresu

wielomianu.

Czas trwania lekcji – dwie jednostki lekcyjne (90 minut).

Forma pracy – praca (w grupach) przy komputerach.

Materia³y pomocnicze, œrodki dydaktyczne – komputery, program (wraz z opisem dos-

têpny na stronie internetowej www.pazdro.com.pl), zestawy zadañ dla ka¿dego ucznia

(za³¹czniki nr 1 i nr 2)

Matematyka Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Zamierzona struktura lekcji

Kolejne

etapy
Przebieg lekcji Czas

Umiejêtnoœci

kszta³towane na

lekcji

I
fa

za

Z
aa

n
g

a¿
o

w
an

ie

Nauczyciel:

– informuje uczniów, co bêdzie przedmiotem

zajêæ, zapisuje temat na tablicy;

– dzieli uczniów na grupy przy komputerach,

czuwa nad tym, by ka¿dy mia³ odpowied-

nie warunki do pracy;

– omawia metodê pracy i sposób korzystania

z programu;

– rozdaje kartki z zadaniami (za³¹cznik nr 1);

– poleca, aby uczniowie wyci¹gnêli odpo-

wiednie wnioski dotycz¹ce rysowania wy-

kresu wielomianu (zapisuje na tablicy

pytania pomocnicze).

10

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

II
fa

za

B
ad

an
ie

Uczniowie:

– zapoznaj¹ siê z dzia³aniem programu;

– w zeszytach zapisuj¹ temat lekcji i polece-

nia podane na tablicy;

– odczytuj¹ z postaci iloczynowej wielomianów

ich pierwiastki oraz okreœlaj¹ ich krotnoœci;

– wpisuj¹ otrzymane wzory i obserwuj¹ na

ekranie wykresy odpowiednich funkcji;

– dyskutuj¹ na temat wykresów, próbuj¹ od-

powiedzieæ na pytania podane przez na-

uczyciela;

– eksperymentuj¹ z dowolnymi wielomianami.

Nauczyciel:

– obserwuje pracê uczniów;

– w razie potrzeby odpowiada na pytania

i w¹tpliwoœci uczniów.

25

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

komunikacja

uczeñ-uczeñ;

dba³oœæ o jêzyk

matematyczny;

analizowanie.

II
I

fa
za

P
rz

ek
sz

ta
³c

an
ie Uczniowie:

– próbuj¹ wyci¹gn¹æ wnioski na podstawie

obserwowanych wykresów;

– notuj¹ te wnioski w zeszytach.

5 minut komunikacja

uczeñ-uczeñ;

dba³oœæ o jêzyk

matematyczny;

analizowanie.
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IV
fa

za

P
re

ze
n
ta

cj
a Nauczyciel:

– prowadzi dialog z uczniami, zbieraj¹c ob-

serwacje i wnioski uczniów;

– formu³uje twierdzenia dotycz¹ce pierwiast-

ków i wykresów wielomianów.

5 minut komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

dba³oœæ o precyzjê

wypowiedzi;

analizowanie;

V
fa

za

P
rz

ek
sz

ta
³c

an
ie Nauczyciel:

– rozdaje kartki z zadaniami (za³¹cznik nr 2).

Uczniowie:

– rozwi¹zuj¹ zadanie najpierw w zeszytach,

a nastêpnie sprawdzaj¹ otrzymane wyniki

na komputerze.

40

minut

komunikacja

uczeñ-nauczyciel;

analizowanie;

V
I

fa
za

R
ef

le
k
sj

a

Uczniowie:

– oceniaj¹ przebieg lekcji od strony osi¹gniê-

tych celów i atrakcyjnoœci zajêæ;

– wyci¹gaj¹ wnioski do dalszej pracy.

Nauczyciel:

– podsumowuje pracê uczniów;

– zadaje pracê domow¹.

5 minut pog³êbienie pro-

cesu uczenia siê;

wnioskowanie.

Za³¹cznik nr 1

Poni¿ej podano wzory kilku wielomianów. Niektóre z nich s¹ zapisane w postaci iloczy-

nowej, inne w postaci ogólnej:

a) W(x) = 2(x – 3)(x + 1)(x – 2);

b) W(x) = x2(x – 2)3;

c) W(x) = 3(x – 5)2(1 – x);

d) W(x) = –10x5(x – 7)4(1 – 2x);

e) W(x) = x4 + 2x2 + 3;

f) W(x) = x3 – x2 – 14x + 24;

g) W(x) = 0,5x4 – x2 + 0,5;

h) W(x) = –x8 + 3x6.

– Wyznacz pierwiastki wielomianów, okreœl ich krotnoœci.

– Wpisz wzór wielomianu do programu.

– Czy wyznaczone przez Ciebie pierwiastki s¹ zgodne z pierwiastkami wyœwietlanymi

na ekranie?

– W ka¿dym przypadku oblicz wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze (an) i okreœl jego

znak

– Odczytaj z wykresu zbiór rozwi¹zañ nierównoœci W(x) > 0, W(x) < 0.
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Po obejrzeniu wykresów odpowiedz na pytania:

1. Ile (co najwy¿ej, co najmniej) pierwiastków mo¿e mieæ wielomian stopnia n?

2. Czy wielomian stopnia nieparzystego (parzystego) mo¿e nie mieæ pierwiastków?

3. Jak zmienia siê wykres wielomianu w otoczeniu pierwiastka o krotnoœci parzystej,

a jak w otoczeniu pierwiastka o krotnoœci nieparzystej?

4. Jakie znaczenie ma znak wspó³czynnika przy najwy¿szej potêdze wielomianu?

Za³¹cznik nr 2

Rozwi¹¿ nierównoœci wielomianowe. Nastêpnie narysuj wykres odpowiedniego wielom-

ianu (przy u¿yciu programu) i sprawdŸ poprawnoœæ rozwi¹zania nierównoœci.

a) (x + 1)3(x – 3)(x – 4) < 0;

b) (x2 – 4)(x2 – 4x + 4)(x2 – 6x + 8)(x2 + 4x + 4) < 0;

c) –2x3 – 5x2 + 18x + 45 � 0;

d) 4x3 – 7x + 3 > 0;

e) x4 + 9x3 + 21x2 – x – 30 > 0;

f)* |x3 – 8| � x2 + 2x + 4.

Uwagi i spostrze¿enia

I. Rozwi¹zanie zadania

Ad a)

W(x) = 2(x – 3)(x + 1)(x – 2) ; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 2 > 0

x = 3, x = –1, x = 2 (pierwiastki pojedyncze)

W(x) > 0 	 x � (–1, 2) 
 (3, +�)

W(x) < 0 	 x � (–�, –1) 
 (2, 3).

Ad b)

W(x) = x2(x – 2)3 ; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 1 > 0

x = 0 (pierwiastek dwukrotny), x = 2 (pierwiastek trzykrotny)

W(x) > 0 	 x � (2, +�)

W(x) < 0 	 x � (–�, 0) 
 (0, 2).

Ad c)

W(x) = 3(x – 5)2(1 – x); wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = – 3 < 0

x = 5 (pierwiastek dwukrotny), x = 1 (pierwiastek pojedynczy)

W(x) > 0 	 x �(–�, 1)

W(x) < 0 	 x � (1, 5) 
 (5, +�).
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Ad d)

W(x) = –10x5(x – 7)4(1 – 2x); wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 10 > 0

x = 0 (pierwiastek piêciokrotny), x = 7 (pierwiastek czterokrotny), x = 0,5 (pierwiastek po-

jedynczy)

W(x) > 0 	 x � (–�, 0) 
 (0,5; 7) 
 (7, +�)

W(x) < 0 	 x � (0; 0,5).

Ad e)

W(x) = x4 + 2x2 + 3; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 1 > 0

Wielomian nie ma pierwiastków. Mo¿na zauwa¿yæ, ¿e dla ka¿dego x � R W(x) > 0.

Ad f)

W(x) = x3 – x2 – 14x + 24; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 1 > 0

Rozk³adamy wielomian na czynniki. Korzystaj¹c z twierdzenia o pierwiastkach ca³kowi-

tych wielomianu o wspó³czynnikach ca³kowitych znajdujemy jeden z pierwiastków:

W(2) = 0. Na podstawie twierdzenia Bezouta mo¿emy podzieliæ wielomian W(x) przez

dwumian x – 2. Zapisujemy wielomian w postaci:

W(x) = (x – 2)(x2 + x – 12) = (x – 2)(x + 4)(x – 3)

Dany wielomian ma wiêc trzy pierwiastki pojedyncze: x = 2, x = –4, x = 3.

W(x) > 0 	 x � (–4, 2) 
 (3, +�)

W(x) < 0 	 x � (–�, –4) 
 (2, 3).

Ad g)

W(x) = 0,5x4 – x2 + 0,5; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = 0,5 > 0

Rozk³adamy wielomian na czynniki, korzystaj¹c ze wzorów skróconego mno¿enia:

W(x) = 0,5(x4 – 2x2 + 1) = 0,5(x2 – 1)2 = 0,5(x – 1)2(x + 1)2

Wielomian ma wiêc dwa pierwiastki dwukrotne: x = 1, x = –1.

W(x) > 0 	 x � R – {1, –1}

Nierównoœæ W(x) < 0 nie ma rozwi¹zañ.

Ad h)

W(x) = –x8 + 3x6; wspó³czynnik przy najwy¿szej potêdze an = –1 < 0

Rozk³adamy wielomian na czynniki, korzystaj¹c ze wzorów skróconego mno¿enia:

W(x) = –x6(x2 – 3) = –x6(x – 3)(x + 3).

Wielomian ma pierwiastek szeœciokrotny x = 0 oraz pierwiastki pojedyncze x = 3, x = � 3.
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W(x) > 0 	 x � (– 3, 3) – {0}

W(x) < 0 	 x � (–�, – 3) 
 ( 3, +�).

II. Wnioski

Odpowiedzi na postawione pytania.

Ad 1)

Wielomian stopnia n ma co najwy¿ej n ró¿nych pierwiastków rzeczywistych.

Ad 2)

Wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

(Przyk³ady a, b, c, f)

Uwaga.

Wielomian stopnia parzystego mo¿e nie posiadaæ pierwiastków (przyk³ad e)

Ad 3)

Jeœli pierwiastek ma krotnoœæ nieparzyst¹, to wykres przechodzi na drug¹ stronê osi OX.

Jeœli pierwiastek ma krotnoœæ parzyst¹, to wykres „odbija siê” od osi OX.

Ad 4)

Wykres wielomianu rysujemy od prawej strony, zaczynaj¹c od góry jeœli an > 0, od do³u

jeœli an < 0.

III. Uwagi do drugiej czêœci lekcji

Przyk³ady s¹ zaczerpniête ze zbioru spoœród zadañ 3.109-3.118.

Ostatni przyk³ad mo¿na rozwi¹zaæ w klasie realizuj¹cej program w zakresie rozsze-

rzonym.

IV. Spostrze¿enia

Przedstawiona lekcja jest tylko propozycj¹ dla nauczyciela. Korzystaj¹c z omówionego

programu mo¿na przeprowadziæ ró¿ne lekcje dotycz¹ce wielomianów i innych funkcji.

Program daje mo¿liwoœæ rysowania kilku funkcji w jednym uk³adzie wspó³rzêdnych.

W ramach pracy domowej mo¿na zadaæ uczniom wybrane przyk³ady spoœród

3.109–3.118 ze zbioru zadañ.
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