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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Scenariusz nr 1
Zakres rozszerzony

Temat lekcji: ,,Dyskusja nad liczbg rozwigzan réwnania liniowego z wartoscia bez-
wzgledng i parametrem”.

Wprowadzenie
Lekcja przeznaczona jest do przeprowadzenia w pierwszej klasie liceum realizujace;j

zakres rozszerzony matematyki. Na poprzednich lekcjach uczniowie rozwiazywali
réwnania liniowe z parametrem. Posiadajg tez umiej¢tnos¢ rozwigzywania metoda
algebraiczng rownan liniowych z warto$cia bezwzgledna. Potrafig interpretowac je
graficznie.

Celem lekcji jest zapoznanie ucznidow z réznymi metodami wyznaczania liczby roz-
wigzan rownania liniowego z warto$cig bezwzgledng i parametrem oraz rozwijanie
umiejetnosci dokonywania wyboru metod, ktére skutecznie i szybko prowadza do
rozwigzania danego problemu.

Czas trwania lekcji — dwie jednostki lekcyjne (90 minut).

Forma pracy — praca w grupach 5 — 6 osobowych.

Metoda pracy — drzewo decyzyjne.
Metoda ta stuzy rozwijaniu umiejetnosci dokonywania wyboru i podejmowania de-
cyzji, z pelng Swiadomoscig skutkow, ktore ta decyzja ma przyniesc.

Materialy pomocnicze

* Przygotowanie dla kazdej grupy papieru podaniowego w kratke.

* Przygotowanie dla kazdej grupy zestawu zadan — zalacznik nr 1.

* Przygotowanie dla kazdej grupy schematu drzewa decyzyjnego — zatacznik nr 2.
Materialy pomocnicze przygotowuje nauczyciel.

Zamierzona struktura lekcji:

Kolejne q - Umiejetnosci
etapy Proponowany przebieg lekcji Czas ksztattowane na lekeji
I faza Nauczyciel: 10 | komunikacja uczen — na-

Zaangazowanie | — informuje ucznidw, co bedzie przedmiotem| minut |uczyciel;
zajec; zapisuje temat na tablicy;

— dzieli uczniéw na 5 — 6 osobowe grupy;

— omawia metodg¢ pracy:

» informuje uczniéw, ze kazda z grup otrzy-
ma zestaw zadan — rownania liniowe z war-
toscig bezwzgledng 1 parametrem oraz
schemat drzewa decyzyjnego;
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Matematyka. Materiaty pomocnicze dla nauczyciela

» podkresla, ze zadaniem kazdej grupy be-
dzie znalezienie réznych sposoboéw na okres-
lenie liczby rozwigzan réwnania liniowego
z wartoscig bezwzgledna i parametrem;
jednoczesnie informuje, ze znalezione ro6z-
ne mozliwe rozwiazania nalezy wpisa¢ na
dole drzewa — drzewo ma tyle galezi, ile
jest pomystow na rozwigzanie problemu;

» zaznacza, ze kazde z mozliwych rozwigzan
winno by¢ ocenione przez autorOw po-
myshu —nalezy okresli¢ zarowno pozytyw-
ne, jak 1 negatywne skutki kazdej
mozliwos$ci rozwiazania z punktu widzenia
stawianych sobie celow i wartosci — wady
i zalety przedstawionej metody nalezy wy-
pisa¢ na schemacie drzewa;

» informuje, Ze ostatecznym celem pracy jest
podjecie decyzji, czyli wybranie metody
rozwigzania, ktora szybko i skutecznie
prowadzi do rozwigzania problemu — decy-
zj¢ t¢ uczniowie podejmujg grupowo i wpi-
suja na ,,czubku drzewa”;

— rozdaje zestawy zadan oraz schemat drzewa
decyzyjnego kazdej z grup.

II faza Uczniowie: 15 wspotpraca w grupie;
Badanie — samodzielnie analizujg otrzymane zadania; | minut dyskutowanie;
— odnosza si¢ do wezesniejszych doswiadczen i argumentowanie;
posiadanych wiadomosci; zaangazowanie w roz-
— dyskutuja nad mozliwo$ciami réznych spo- wigzanie problemu;
sobow rozwigzania problemu;
— podejmujg proby roéznych mozliwych roz-
wigzan;
— wymieniaja watpliwosci i uwagi.
Nauczyciel — obserwator i stuchacz.
III faza Uczniowie: 30 porzadkowanie infor-
Przeksztalcanie | — porzadkuja informacje, ktore pojawily si¢ w| minut macji;
procesie badania; samodzielno$¢ w roz-
— przystepuja do rozwiazania zadan; wigzywaniu  proble-
— przedstawiaja rozne mozliwosci rozwiazan mow;

na papierze podaniowym;

— oceniajg roézne sposoby rozwiazan dostrze-
gajac ich wady i zalety;

— podejmuja decyzj¢ o wyborze metody, ktora
z punktu widzenia celéw i warto$ci wydaje
si¢ im najlepsza;

— uzupelhniajg schemat drzewa decyzyjnego.

Nauczyciel:

— obserwuje prac¢ uczniow;

— odpowiada na pytania;

— konsultuje si¢ z poszczegdlnymi grupami.

ocena stosowanych me-
tod rozwigzan;
podejmowanie decyzji;
planowanie prezenta-
cji wynikow;
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

IV faza Uczniowie: 25 |- komunikacja uczen —
Prezentacja |— przedstawiciele grup prezentuja wyniki pracy | minut nauczyciel;
zespotowej; — autoprezentacja;
— pozostali uczniowie analizuja i porownuja spo- — argumentowanie;
soby rozwigzania problemu przez inne zes- — formutowanie wnios-
poty; kow;

— oceniajg rezultaty pracy wlasnej grupy oraz
innych zespotow.

Nauczyciel:

— obserwuje sposob prezentacji;

— w razie potrzeby komentuje efekty pracy po-
szczegblnych grup.

V faza Uczniowie: 10 | poglebienie $wiadomosci
Refleksja — dokonujg samooceny; minut |procesu wlasnego ucze-
— uswiadamiaja sobie czego si¢ nauczyli oraz nia sie.

czemu stuzyta metoda pracy na lekcji;
— wyciagaja wnioski do dalszej pracy;
— oceniaja przebieg lekcji i osiagnigte rezultaty.

Nauczyciel bierze czynny udzial w dyskusji —
wyraza wlasng opini¢ na temat przebiegu lekcji
i zaangazowania ucznidw, stucha uwag
uczniowskich.

Zatacznik nr 1

Dane jest rOwnanie z niewiadoma x i parametrem m, x € R, m € R. Zbadaj liczbe roz-
wigzan réwnania ze wzgledu na warto$¢ parametru m:

a) x—3|=m,

b) x+ 1| +x=m,

c) x—1|—|x|=m+2.

Zatacznik nr 2 (Schemat drzewa decyzyjnego, str. 24.)

Uwagi i spostrzezenia

I. R6zne mozliwosci rozwiazan prezentowane przez uczniow.

adl) |x-3|=m

I sposéb
Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej tatwo zauwazy¢, ze rozwazane roéw-
nanie ma:

0 rozwigzan dla m < 0 (bo /\R (W] > 0),

1 rozwigzanie dlam =0 (bo |x — 3| =0 < x = 3),
2 rozwigzania dla m > 0 (bo |x — 3| = m, gdzie m > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x—-3=mvx-3=-m < x=m+3vx=3-—m).
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Matematyka. Materiaty pomocnicze dla nauczyciela

Schemat drzewa decyzyjnego

CELE | WARTOSCI

SYTUACJA WYMAGAJACA
PODJECIA DECYZJI

II spos6b (metoda algebraiczna)
Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy alternatywe warunkow:

x-3>20 [x-3<0 x >3 x<3
v = v
x-3=m |-x+3=m x=m+3 |x=3-m
— Rownanie ma dwa rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy
m+323A3-—m<3 & m2>20Am>0m>0.
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

— Rownanie ma jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
m+323A3-m23)v(m+3<3A3-m<3) < m20Am<0)v
vim<0Aam>0) < m=0.

— Rownanie nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy
m+3<3A3-m23 © m<0Am<0 < m<0.

Whniosek.

Réwnanie ma:

0 rozwigzan dla m € (-, 0),

1 rozwigzanie dla m = 0,

2 rozwigzania dla m € (0, +o0),

IIT sposéb (metoda graficzna)

Interpretujemy rownanie |x — 3| = m graficznie jako réwnos¢ dwoch funkcji:
f(x)=x—-3,x € Rorazg(x)=m,x € R,m € R.

Roéwnanie |x — 3| = m ma tyle rozwigzan, ile punktow wspolnych majg wykresy funk-
cji foraz g.

AY
\ \@

3 \//

—x g(x)=m m>0

T gx)=mm=0
32 P12 455 7 X

+-2 g(x)=m m<0

+-3

Whiosek.

Réwnanie ma:

0 rozwigzan dla m < 0 (wykresy funkcji f oraz g nie majg punktow wspdlnych),
1 rozwigzanie dla m = 0 (wykresy maja jeden punkt wspolny),

2 rozwiazania dla m > 0 (wykresy maja dwa punkty wspdlne).

ad2) kx+1]+x=m.

I sposob (metoda algebraiczna)
Korzystajac z definicji warto$ci bezwzglednej otrzymujemy alternatywe warunkow:

x +1<0 x+1>0 x<—1 x=>-1
v = v
—x—-1l+x=m |x+l+x=m O-x=m+1 |2x+1=m

x>-1
x< -1
= { _m-1

v
O-x=m+1 |x=——

2
— Rozwazmy pierwszy czton alternatywy.
Rownanie 0 - x = m +1 jest tozsamo$ciowe dla m = —1, natomiast sprzeczne
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dlameR- {-1}.

Dziedzing rownania jest przedziat (—oo, —1), zatem mozemy wnioskowa¢, ze dla
m =—1 réwnanie 0 - x = m + 1 ma nieskonczenie wiele rozwigzan (kazda liczba
z przedziatu (—oo, —1) jest jego rozwigzaniem), za$ dla m # —1 nie ma rozwigzan.
Rozwazmy drugi czton alternatywy.

Réwnanie 2x + 1 = m ma rozwigzanie w przedziale (-1, +o0) tylko wtedy, gdy

m—1 . . . m—1 , .
- > —1, natomiast nie ma rozwigzan, gdy - < —1. Zatem rownanie 2x + 1 =m

ma jedno rozwigzanie dla m > —1 i nie ma rozwigzan dla m <—1.

Podsumujmy nasze spostrzezenia:

dlam >—1 réwnanie 2x + 1 = m ma jedno rozwigzanie, a rownanie 0 - x =m + 1 jest
sprzeczne, wigc rOwnanie wyj$ciowe ma jedno rozwigzanie;

dla m =—1 rownanie 2x + 1 = m ma jedno rozwiazanie, a rownanie 0 - x =m +1 ma
nieskoficzenie wiele rozwigzan, wigc rOwnanie wyjsciowe ma nieskonczenie wie-
le rozwigzan;

dla m < -1 zaréwno réwnanie 0 - x = m + 1, jak tez rbwnanie 2x + 1 = m jest
sprzeczne, wigc rownanie wyjsciowe nie ma rozwigzan.

Whiosek.

Réwnanie ma:

0 rozwigzan dla m <—1,

1 rozwigzanie dla m > —1,

nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = —1.

1I sposéb (metoda graficzna)
Roéwnanie |x + 1| + x = m traktujemy jako rowno$¢ dwoch funkcji:

) 2x+1 dlax>-1
fx)=lx+ 1| +x, czyli f(x)= oraz g(x)=m, m € R.
-1 dlax<-1
IV
3,,
27 1
14 g =5
Y A
5432123 45 X
2
T, 900 =2

Latwo zauwazy¢, ze rownanie ma:

0 rozwigzan dla m < -1,

1 rozwigzanie dla m > —1,

nieskonczenie wiele rozwiazan dla m =—1.
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

ad3) x—1|— x| =m + 2.
I sposéb (metoda graficzna)
Traktujemy réwnanie jako réwnos¢ dwoch funkcji:
1 dla x € (=, 0)
S)=p—1]- |, czylif(x)={-2x +1 dlax e (0,1)  orazg(x)=m+2, meR.

—ldlaxe(l,+»)

Ay
13
9 gx)=2 (m=0)
_ 1 1
AL 1 g0 = [m:fﬂ
b N L e
5 4 -3 -2 - _N 2 3 4 5 X
12
13

Latwo zauwazy¢, ze rozwazane rOwnanie ma:

0 rozwigzan dla m € (-0, —3) U (-1, +00),

1 rozwigzanie dla m € (-3, 1),

nieskonczenie wiele rozwigzan dla m € {3, —1}.

11. Analiza bledéw uczniowskich
Uczniowie chetnie wybieraja metode algebraiczng. Ta metoda wydaje si¢ im sku-
teczna. Tymczasem popetniajg wiele bledow rzeczowych:
— np. po zastgpieniu rbwnania |x — 3| = m alternatywa warunkow:
x >3 x<3

v
x=m+3 x=3-m

wnioskuja, ze rozwazane rownanie ma dwa rozwigzaniax =m + 3 orazx =3 —m
dla kazdej warto$ci parametru m. Nalezy wiec wyraznie przypomnie¢ uczniom
o dziedzinie réwnania i jej wplywie na zbiér rozwigzan;

— maja duze trudnosci w ,,potaczeniu” otrzymanych wynikow przy rozwazaniu kil-
ku przypadkow, szczegodlnie wowcezas, gdy w rownaniu wystepuje wiecej niz je-
den znak warto$ci bezwzgledne;.

Najczestszym bledem popeianym przy wyborze metody graficznej jest bledna in-

terpretacja funkcji o wzorze g(x) =m (g(x)=m +2),x € R, m € R. Uczniowie utozsa-

miajg tg funkcje z funkcja liniowa odpowiednio o wzorze g(x) =x (g(x)=x+2),x € R.

1II. Uwagi koncowe

Lekcja ta ma charakter problemowy. Stawia przed uczniami trudne zadania. Wyma-
ga od nich twdrczej postawy, pomystowosci 1 duzego zaangazowania. Warto taka
lekcje przeprowadzic.
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Przyktad opisania drzewa decyzyjnego:

Schemat drzewa decyzyjnego

CELE | WARTOSCI

Najlepsza metodq okazala si¢ metoda graficzna, jako metoda
. uniwersalna i najbardziej skuteczna

— szybka i skuteczna

SKUTKI

— bardzo u,

SYTUACJA WYMAGAJACA
PODJECIA DECYZJI

Scenariusz nr 2
Zakres podstawowy (rozszerzony)

Temat lekcji: ,,Zastosowanie nierdéwnosci liniowych do rozwigzywania zagadnien
ekonomicznych”.
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Celem lekcji jest zapoznanie ucznidw z metodg programowania liniowego

Czas trwania lekcji — dwie jednostki lekcyjne (90 minut).

Forma pracy — pierwsza czg¢$¢ lekeji, praca z catg klasa
— druga cze$¢ lekeji, praca w grupach (5 grup).

Metoda pracy — metoda problemowa.

Metoda problemowa polega na samodzielnym rozwigzywaniu przez uczniow pew-
nego zadania problemowego. Metoda ta ksztalci umiejetnosci matematyczne
uczniow np. takie jak analizowanie informacji, budowanie modeli matematycznych
r6znych zjawisk, argumentowanie, wnioskowanie itd.

Materialy pomocnicze

— papier podaniowy w kratke dla kazdej grupy;

linijki, otowki, kalkulatory;

przygotowanie pigciu réznych zadan problemowych (po jednym dla kazdej gru-
py) — zatacznik nr 1;

— przygotowanie dla kazdego ucznia kartki z tekstem zadan z zatgcznika nr 1.

Zamierzona struktura lekcji:

1 cz¢$¢ lekeji — praca z calg klasg (30 minut)

* Nauczyciel stawia przed uczniami problem:

»Maty zaktad wtokienniczy produkuje dwa rodzaje swetréw (damskie i meskie)
z dwoch rodzajow wetny (czarnej i biatej). Do produkcji jednego swetra damskie-
go potrzeba 20dag wetny czarnej i 40 dag welny biatej, a do produkcji swetra mes-
kiego — 60 dag welny czarnej i 20 dag welny biatej. Zasoby welny czarnej
wynosza 120 kg, natomiast biatej — 140 kg. Zysk osiggany ze sprzedazy swetra
meskiego wynosi 38 z1, a ze swetra damskiego — 44 zt. Ile i jakich swetréw powi-
nien wyprodukowac ten zaktad, aby osiggna¢ jak najwyzszy zysk?”

* Nauczyciel poleca, aby uczniowie doktadnie zapoznali si¢ z tre$cig zadania.

* Uczniowie wyszukujg informacje zawarte w tresci zadania, zastanawiaja si¢ co
jest wielko$cia szukang i od jakich zmiennych zalezy wielko$¢ szukana (analiza
tresci).

* Nauczyciel sprawdza w dyskusji z uczniami, czy tre$¢ zadania jest dla nich zrozu-
miata. Jesli tak jest, proponuje aby uczniowie zapisali posiadane informacje w ta-
beli:

Liczba dag welny biatej Liczba dag welny
Liczba swetrow potrzebnej czarnej potrzebnej
do wykonania swetrow: do wykonania swetrow
Swetry damskie
Swetry meskie
Ogotem:

Aby uzupetnic¢ puste miejsca w tabeli nalezy wprowadzi¢ zmienne pomocnicze:
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— uczniowie oznaczajg potrzebne wielkosci, np:
liczba swetrow damskich: x (zmienna zalezna),
liczba swetrow meskich: y (zmienna zalezna),

— okreslajq proste zaleznosci pomiedzy zmiennymi a wielkosciami liczbowymi, np..:
., liczba dag wetny biatej potrzebna do wykonania x swetrow damskich jest rowna
40 -x”,
,,liczba dag wetny bialej potrzebna do wykonania y swetrow meskich jest rowna
20-y”,
., liczba dag wetny biatej potrzebna do wykonania x swetrow damskich i y swetrow
meskich wynosi 40 x + 20y, stgd ogotem ,,zapotrzebowanie na wetne bialg wy-
nosi 40x +20y”; itd.

— uzupelniajq puste miejsca w tabeli:

Liczba dag welny bialej Liczba dag welny
Liczba swetrow potrzebnej czarnej potrzebnej
do wykonania swetrow do wykonania swetrow
Swetry damskie X 40x 20x
Swetry meskie y 20y 60y
Sgotem: x+y 40x + 20y 20x + 60y

* Teraz nalezy wprowadzi¢ ograniczenia, ktore wynikaja z analizy zagadnienia.

Uczniowie zauwazajq, ze:

— zmienne x oraz y, ktore oznaczajq liczbe swetrow sq wielkoSciami nieujemnymi
i catkowitymi (x> 0 i x € Coraz y>0 i ye C);

— zasoby wetny biatej ograniczone sq przez 140 kg (14 000 dag), a zasoby wetny
czarnej ograniczone sq przez 120 kg (12 000 dag), zatem:
40x + 20y < 14000 oraz 20x + 60y < 12000.

Nauczyciel poleca, aby otrzymane nierownosci zapisac¢ w postaci uktadu:

x20AxeC

y=20nyeC

40x +20y <£14000

20x +60y <12000,

ktory po uproszczeniu jest rownowazny uktadowi nierownosci:

x20AxeC

y=20AyeC

y<=2x+700

y< —;x +200.
* Przyszedt czas na okreslenie ,,funkcji zysku”.

Uczniowie zdajg sobie spraweg, ze catkowity zysk zaktadu wiokienniczego zalezy od
wielkosci zysku na pojedynczym swetrze (damskim — 44 z{, meskim — 38 z1) oraz od
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

liczby wyprodukowanych swetrow damskich (x) oraz meskich (y). Ustalajg wzor

funkeji zysku”:

Z(x, y)=44x+38y.

* Nauczyciel proponuje, aby uczniowie przedstawili wykres uktadu nieréwnosci
oraz zeby wspoélnie przeanalizowali rysunek.

7

\§ S8 200

Wspotrzedne catkowite punktow AOAB okreslajqg, na ile swetrow damskich i meskich

wystarczy wetny czarnej. Podobne znaczenie majq wspotrzedne punktow AOCD

w odniesieniu do wetny bialej. Swetry sq dwukolorowe, zatem interesuje nas czegsé¢

wspolna trojkqtow OAB i OCD, tzn. czworokqt OCRB. Wspotrzedne catkowite punk-

tow nalezgcych do tego czworokqta okreslajq, ile w ogole swetrow damskich i mes-
kich mozna wyprodukowad. Optymalnej liczby swetrow nalezy szukaé w punktach
wierzchotkowych otrzymanego czworokqta.

*  Obliczamy wartos¢ ,,funkcji zysku” dla par liczb (0, 0) , (350, 0), (300, 100), (0, 200).

Uczniowie wybierajg pare liczb, dla ktorych ,,funkcja zysku” osigga najwigkszq

wartos¢. W tym wypadku optymalng liczbe swetrow okreslajq wspotrzedne punktu

R(300, 100).Zysk maksymalny wynosi 15 800 ziotych.

e Nauczyciel informuje ucznidow, ze zastosowana metoda do rozwigzania problemu
nazywa si¢ programowaniem liniowym. Ma ona zastosowanie do rozwigzywania
r6znych zagadnien ekonomicznych.

* Nauczyciel przypomina uczniom kolejne etapy budowania modelu matematycz-
nego rozwazanego zagadnienia:

1) analiza tresci (tabela),

2) wprowadzenie zmiennych (uzupehienie tabeli),

3) wprowadzenie ograniczen wynikajacych z tresci zadania i zbudowanie uktadu
nierownosci

4) okreslenie ,,funkcji zysku”,

5) naszkicowanie wykresu uktadu nieréwnosci i wskazanie punktow wierz-
chotkowych,

6) obliczenie wartosci ,,funkcji zysku” dla punktow wierzchotkowych i wybranie
opcji optymalne;j.
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II czesé lekeji (60 minut)

. . . Umiejetnosci ksztalto-
Kolejne etapy Proponowany przebieg lekcji Czas wane na lekeji
I faza Nauczyciel: 5 komunikacja uczen — na-
Zaangazowanie | — informuje ucznidw, ze b¢dg pracowaé w 5 zes-| minut | uczyciel;
potach; dzieli ucznidw na grupy;
— podkresla, ze kazdy zespot otrzyma inne za-
gadnienie ekonomiczne, ktore nalezy roz-
wigza¢ metodg programowania liniowego;
— poleca, aby kazdy zespét przedstawit roz-
wigzanie problemu na papierze podaniowym;
— rozdaje zestawy poszczegdlnym grupom in-
formujac jednoczes$nie, Ze czas przeznaczony
na wykonanie zadania wynosi 20 minut.
IIi1ll faza | Uczniowie: 20 |- komunikacja uczen —
Badanie / Prze- | — zapoznajg si¢ z trescig zadan; minut uczen;
ksztalcanie |— dyskutuja i wymieniajg spostrzezenia; — wspolpraca w grupie;
— przystepuja do budowania modelu matema- — podzial zadan;
tycznego rozwazanego problemu; — analizowanie, dyskuto-
— opracowuja uzyskane wyniki; wanie, wnioskowanie;
— przygotowuja si¢ do prezentacji. — opracowanie  wyni-
Nauczyciel obserwuje prace zespotow. W razie kéw;
potrzeby odpowiada na pytania i watpliwosci
uczniow.
IV faza Przedstawiciele poszczeg6lnych zespotow pre-| 30 |- autoprezentacja;
Prezentacja | zentuja wyniki pracy swojej grupy. minut |— precyzyjne wyslawia-
Nauczyciel obserwuje sposob prezentacji. W mesig, ,
razie potrzeby komentuje sposob rozwiazania. B komumk.aCJa uezen =
nauczyciel;
V faza Nauczyciel wraz z uczniami dyskutuja na temat 5 pogtebienie §wiadomosci
Refleksja przebiegu lekcji. Oceniajg warto$¢ lekcji. Oce-| minut | procesu wlasnego ucze-
niaja wyniki pracy zespotow. Wyciagaja wnios- nia sig.
ki dotyczace dalszej pracy.

Zatacznik nr 1

Zadanie nr 1

Z miejscowosci uzdrowiskowej mozna w koncu sezonu wysta¢ najwyzej 12 po-
ciggoéw dziennie. Sg to pociagi expresowe i pospieszne, w ktorych wszystkie miejsca
sa numerowane. W sklad kazdego pociagu ekspresowego wchodzg 2 wagony
80-osobowe 1 4 wagony 48-osobowe, a w sktad kazdego pociggu pospiesznego
wchodzi 5 wagonow 80-osobowych i 2 wagony 48-osobowe. Stacja moze wystaé
dziennie najwyzej 42 wagony 80-osobowe i najwyzej 40 wagonow 48-osobowych.
Ile i jakich pociaggdéw nalezy wystaé dziennie, aby liczba przewiezionych pasazeréw
byta mozliwie najwicksza? Zaktadamy, ze pasazerowie zajmuja tylko miejsca nume-

rowane. Jakg najwigksza liczbe pasazerow mozna przewiez¢?
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Zadanie nr 2

Pewien zaktad krawiecki postanowit szy¢ dwa rodzaje garniturow dla mezczyzn —
letnie sportowe i wieczorowe. Wykonanie garnituru sportowego zajmuje krawcowi
9 godzin, za§ wieczorowego 13 godzin. Koszt uszycia garnituru sportowego wynosi
360 zt, zas wieczorowego 480 zt. Zaktad chce tygodniowo wyprodukowaé garnitury
za kwote nie wigksza niz 1560 zt. Swoje garnitury bedzie sprzedawac z zyskiem, kto-
ry w przypadku garnituru sportowego wynosi 120 zt, za§ wieczorowego 150 zi. Ile
garnituréw kazdego rodzaju powinien produkowac tygodniowo ten zaktad, jesli pra-
cuje tylko od poniedziatku do piatku po 8 godzin dziennie, aby osiaggnac jak najwyz-
szy zysk? Jaki to bedzie zysk?

Zadanie nr 3

Fabryka mebli produkuje stoty i tawy z dwoch gatunkow drewna. W magazynie fa-
bryki znajduje si¢ zapas drewna I gatunku w ilosci 720 m® oraz IT gatunku — 1200 m’
drewna. Na wyprodukowanie stotu z drewna I gatunku potrzeba 0,18 m® materiatu,
a tawy 0,09 m’, za$ na wykonanie stotu z drewna II gatunku zuzywa si¢ 0,24 m’
materiatu, a na tawe potrzeba 0,2 m® drewna. Dochdd fabryki z jednego stotu wynosi
42 71, za$ z jednej tawy 30 zt. Jak nalezy zaplanowac produkcje, aby zysk byt najwie-
kszy? Jaki to bedzie zysk?

Zadanie nr 4

Przedsiebiorca chece zainwestowac najwyzej 10 000 zt w dwa fundusze: fundusz ak-
cji i fundusz obligacji. Sredni roczny zysk funduszu akcji wynosi 12%, za$ zysk fun-
duszu obligacji 9%. Przedsigbiorca postanowit, ze w fundusz obligacji zainwestuje
co najmniej 2000 zt i nie wigcej niz 6 000 zt w fundusz akcji. Ponadto przedsigbiorca
nie chee zainwestowaé w fundusz akcji wigcej niz w fundusz obligacji. Ile pienigdzy
powinien on zainwestowa¢ w fundusz akcji, aby uwzgledniajac powyzsze ogranicze-
nia, mogl osiaggna¢ maksymalny zysk w ciggu roku? Jakiego zysku moze wowczas
oczekiwac?

Zadanie nr 5

Maty zaktad produkuje dwa rodzaje stolikow. Wyprodukowanie duzego stolika wy-
maga 3godzin pracy maszyny A i 1 godziny pracy maszyny B. Wyprodukowanie
malego stolika wymaga 2 godzin pracy maszyny A i 1 godziny pracy maszyny B.
W ciggu tygodnia maszyna A moze pracowac co najwyzej 120 godzin, a maszyna B —
co najwyzej 50 godzin. Zaklad zarabia na sprzedazy duzego stolika 175 zt, a na
sprzedazy matego — 95 zt. Ile stolikow duzych i matych powinien wyprodukowac w
ciggu tygodnia ten zaktad, aby osiagna¢ maksymalny zysk? Ile bedzie wynosi¢ ten
zysk?

Uwagi i spostrzezenia

I. Przykladowe rozwigzania zadan
ad 1) Model matematyczny do zadania 1.:
x — liczba pociagoéw ekspresowych;
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pociagdw nospiesznvch

ﬂ e Liczba wagonow Liczba wagonow
80-osobowych 48-osobowych
Pociagi ekspresowe X 2x 4x
Pociggi pospieszne Yy 5y %y
Ogotem x+y 2x + 5y 4x +2y
2 2
2x +5y <42 yS—gx-i-Sg
4x +2y <40 y <-2x 420
Ograniczenia: < x +y <12 & Jy<—x+12
x20AxeC x20AxeC
y=20AyeC y20AyeC

Okreslenie funkcji liczby pasazerow:
Px,y)=(2-80+4-48)x+(5-80+2-48)y=352x +496y.
Wykres uktadu nierownosci:

Po sprawdzeniu warto$ci funkcji zysku w punktach wierzchotkowych powstatego
wielokgta otrzymujemy nastepujace wnioski:

Najwigcej pasazerow bedzie mozna przewiezé wowcezas, gdy stacja wysle 6 po-
ciggow ekspresowych i 6 pociggéw pospiesznych. Wowczas
P(6,6)=352-6+496 - 6 =5088. Liczba pasazerow wyniesie 5088.

ad2) Model matematyczny do zadania 2.:

x — liczba letnich garnituréw sportowych;
y — liczba garnituréw wieczorowych.
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Czas potrzebny na Koszt uszvcia
Liczba garniturow | wykonanie garniturow Szt uszy
e garniturow [w zi]
Garnitury letnie sportowe X 9x 360x
Garnitury wieczorowe y 13y 480y
Ogotem x+y 9x + 13y 360x + 480y
9 40
y - _
9x +13y <40 13 13
. . |360x +480y <1560 3 13
Ograniczenia: S lyS—-—=—x+—
x20AxeC 4 4
y>20AyeC x20AxeC
y20AyeC
Okreslenie ,,funkcji zysku”:
Z(x,y)=120x + 150y.
Wykres uktadu nieréwno$ci:
AY
+5
-4
1
3§ 37
13 73
12
1 E))
4
| - NE L1
S D Y B R 10
T y:7%x+1—j J/:713X+E

Whioski:

Najwigkszy zysk osiagnie zaktad krawiecki, jesli w tygodniu uszyje 3 garnitury spor-
towe i 1 garnitur wieczorowy. Wowczas Z(3,1) =120 -3 + 150 - 1 = 510.

Zysk ten wynosi 510 ztotych.

ad 3)
x — liczba stotow,
v — liczba faw.

Model matematyczny do zadania 3.;

- Liczba stotow i taw

Liczba m® drewna I gatunku
potrzebna do produkcji towaru

Liczba m® drewna II gatunku
potrzebna do produkcji towaru

Stoty X 0,18x 0,24x
Lawy y 0,09y 0,2y
Ogotem x+y 0,18x + 0,09y 0,24x + 0,2y
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0,18x +0,09y <720 y <-2x +8000
024x +0.22y <1200 - y <—=12x +6000
x>20AxeC x>20AxeC

y>20nyeC y20AnyeC

Ograniczenia:

Okreslenie ,,funkcji zysku™:
Z(x, y) =42x + 30y.

Wykres uktadu nierownosci:
AY

(2500, 3000)

Wnioski:

Nalezy wyprodukowac 2500 stotéw 1 3000 taw, a wowczas zysk bedzie najwiekszy.
Z(2500, 3000) = 42-2500 + 30 - 3000 = 195000.

Zysk wyniesie 195 000 ztotych.

ad4) Model matematyczny do zadania 4.;
x — kwota przeznaczona na fundusz akcji,
vy — kwota przeznaczona na fundusz obligacji.

Kwota przeznaczona
na fundusz [w z1]

Fundusz akeji X
Fundusz obligacji y
Ogotem x+y

x +y <10000

y 22000

Ograniczenia: < x <6000
x2=0
x<y

Okreslenie ,,funkcji zysku™:
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Z(x,y)=0,12x + 0,09y.
Wykres uktadu nieréwnosci:

T X = 6000

4

y = 2000

\0000 ‘
T T

Whnioski:

Przedsiebiorca osiagnie najwiekszy zysk, jesli zainwestuje w akcje 5000 zt i tyle
samo w obligacje.

Z(5000, 5000) = 0,12 - 5000 + 0,09 - 5000 = 1050.

Zysk wyniesie 1050 ztotych.

ad 5) Model matematyczny do zadania 5.:
x — liczba stolikow duzych,
v — liczba stolikow matych.

Liczba Czas pracy maszyny A Czas pracy maszyny B
stolikéw potrzebny na wykonanie potrzebny na wykonanie
towaru [w godz.] towaru [w godz.]

Stoliki duze X 3x Ix
Stoliki mate y 2y 1y
Ogolem 3x+2y x+ty

3x +2y <120 ys—zx +60

+y <50

Ograniczenia: x>i)} c o Jy<—x+350
TEUAXE x20AxeC
y20AyelC

y20AyeC

Okreslenie ,,funkcji zysku”: Z(x, y) = 175x + 95y.
Wykres uktadu nieréwnosci:
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| | | | \>
-0 10 0 10 20 30 4 50060 70X
+-10
Whnioski:

Zaktad powinien wyprodukowac¢ 20 stolikow duzych i 30 matych.
Wowczas Z(x, y) = 175-20 + 30 - 95 = 6350.
Zysk maksymalny wyniesie 6350 ztotych.

IT Spostrzezenia
Aby prezentacja pracy poszczegdlnych grup przebiegala sprawnie (6 minut na kazdy
zespot), nalezy zadbac o to, aby:
1) podczas prezentacji kazdy uczen posiadat tresci zadan, ktore rozwigzywaty po-
szczegodlne grupy;
2) prezentacja ograniczata si¢ do:
— opisania zmiennych,
— przedstawienia tabeli,
— zapisania uktadu nieréwnosci,
zapisanie ,,funkcji zysku”,
przedstawienia wykresu nieréwnosci,
podania wniosku koncowego.
Warto jest zebra¢ opracowane przez grupy na papierze podaniowym rozwigzania za-
dan, sprawdzi¢, poprawi¢ je, zrecenzowac i odda¢ uczniom.
Prace w grupach nalezy oceni¢. Ocena moze by¢ §rednig ocen (oceny z pracy pisem-
nej i oceny z prezentacji). Kazdy cztonek grupy otrzymuje t¢ sama oceng. Mozna tez
zroznicowaé oceny w grupie, jesli uczniowie danej grupy potrafig okresli¢ swoj
wklad w rozwigzanie problemu. Takg informacj¢ nauczyciel powinien uzyska¢ na
pracy pisemnej — np. przy nazwisku ucznia pojawia si¢ okreslenie stopnia zaanga-
zowania w rozwigzanie zadania (np. bardzo duze, duze, srednie, mate, znikome, zad-
ne) lub stopien zaangazowania moze wyraza¢ si¢ w ocenach: 6, 5,4, 3, 2 lub 1.
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2. Przyktadowe scenariusze lekcji

Scenariusz nr 3
Zakres podstawowy (rozszerzony)

Temat lekcji: ,,Powtdrzenie i utrwalenie wiadomosci o wektorach”.

Wprowadzenie: Lekcj¢ t¢ mozna przeprowadzi¢ przed planowanym sprawdzianem,
wykorzystujac jedng z dwoch godzin lekcyjnych przeznaczonych na ,,Dziatania na
wektorach”. Moze ona rowniez zastapi¢ planowany sprawdzian.

Celem lekcji jest utrwalenie wiadomosci o wektorach — wspoirzedne wektora,
dlugos¢ wektora, dziatania na wektorach.

Czas trwania lekcji — jedna jednostka lekcyjna (45 minut).

Forma pracy — praca w grupach 6 osobowych —kazda grupa otrzymuje to samo zada-
nie sktadajace si¢ z szesciu etapow.

Metoda pracy — metoda uktadanki ,,puzzle”.

Metoda ta polega na tym, ze kazdy cztonek grupy otrzymuje cz¢$¢ informacji nie-
zbednych do wykonania zadania grupowego. Poszczegdlni uczniowie grupy sg od-
powiedzialni za przygotowanie swojej porcji informacji, przekazanie jej kolegom
i przyswojenie sobie informacji prezentowanych przez nich.

Materiaty pomocnicze
— Przygotowanie dla kazdej grupy papieru podaniowego w kratke.
— Przygotowanie dla kazdej grupy zadania — zatgcznik nr 1.

Zamierzona struktura lekcji:

Umiejetnosci ksztalto-

Kolejne etapy Proponowany przebieg lekcji Czas wane na lekeji

I faza Nauczyciel: 10 | komunikacja uczen — na-

Zaangazowanie | — informuje uczniow co bedzie przedmiotem| minut |uczyciel;
zaje¢é; zapisuje temat na tablicy;

— dzieli ucznidéw na 6-osobowe grupy;

— omawia metodg pracy;

— podkresla, ze poszczeg6lni cztonkowie grupy
sa odpowiedzialni za poszczegdlne ,,frag-
menty” zadania zespolowego;

— rozdaje zestawy zadan poszczeg6lnym grupom.

II faza Uczniowie: 5 minut | — komunikacja uczen —
Badanie — zapoznajg si¢ z trescig zadan; uczen;
— odnosza si¢ do wezesniejszych doswiadczen — wspolpraca w grupie;
i posiadanych wiadomosci; — podzial obowigzkow
— dzielg si¢ pracg — kazdy czlonek grupy ma pomigdzy  cztonkow
wykona¢ tylko jedno polecenie z zadania zespotu;

grupowego i przekazac porcj¢ informacji ko-
legom z zespotu.

Nauczyciel — obserwator i stuchacz.
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111 faza Uczniowie: 15 |- komunikacja uczen —
Przeksztalcanie | — przystgpuja kolejno do realizacji zadania gru- | minut uczen;
powego; — umiej¢tnosé wywiazy-
— kazdy czlonek zespotu wykonuje stosowne wania si¢ z powierzo-
obliczenia, informuje kolejnego cztonka gru- nego zadania;
py o efektach swojej pracy, dostarcza nie- — odpowiedzialno$¢ za
zbednej porcji informacji do wykonania prace catej grupy;
nastgpnego polecenia;
— pozostali cztonkowie grupy czuwajg, aby ko-
lejne ,,ogniwa” zadania grupowego byty wy-
konane poprawnie;
— przyswajajg informacje przekazywane przez
kolegow.
IV faza Nauczyciel: 10 |- komunikacja uczen —
Prezentacja |— wybiera losowo ucznia z pierwszej grupy| minut nauczyciel;
i poleca mu prezentacj¢ rozwiazania pierw- — autoprezentacja;
szego polecenia, nast¢gpnie wybiera losowo — dbatos¢ o przejrzys-
ucznia z drugiej grupy by przedstawit roz- to$¢ rozwigzania;
wigzanie drugiego polecenia, itd. — dbatos¢ o precyzje wy-
— obserwuje sposob prezentacji; stawiania si¢;
— wrazie potrzeby komentuje sposob rozwigzania;
Uczniowie:
— $ledza rozwigzania kolejnych etapow zadania;
— poréwnuja wyniki i sposob rozwigzania z wlas-
nymi,
— oceniaja rezultaty wlasnej pracy i innych grup.
V faza Uczniowie: 5 poglebienie procesu
Refleksja — dokonuja samooceny; minut | uczenia sig.
— wyciagaja wnioski do dalszej pracy;
— oceniajg przebieg lekcji od strony osiagnie-
tych celow i atrakcyjnosci zajgé.
Nauczyciel ocenia prace zespotdw, wyraza opi-
ni¢ na temat osiagnigtych przez grupy efektow,
stucha uwag uczniowskich.
Zatacznik nr 1
i C(69
7,,
6
51
41
3 B(5.3)
2,,
1 £
N — —+— >
—6—5—4—3—2—10”11 2 3 5 6X
A(=3-2) -2
+-3
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Zadanie
Dane sg punkty 4(-3, -2), B(5, 3), C(6, 8).
- -
a) Oblicz wspotrzedne wektorow AB oraz BC.
b) Wyznacz wspotrzedne punktu D, tak aby figura ABCD byta rownolegtobokiem.
DP
¢) Wyznacz wspotrzgdne punktu P, ktory dzieli odcinek DC tak, ze e = ;
d) Oblicz wspotrzedne punktu £ — srodka odcinka AP.
B
e) Oblicz wspotrzedne wektora u =6 EB—4 AB.

_)
f) Oblicz dtugos$¢ wektora u .

Uwagi i spostrzezenia

L. Przykladowe rozwigzanie zadania

- -
ad (@) AB=[5+3,3+2],4B=18,5]
- -

BC=1[6-5,8-3],BC=][l,5]

- -> -
ad(b) Niech D(x,y),zatemAD=[x+3,y+2].AD =BC,stad [x+3,y+2]=][1,5],
czylix+3=1iy+2=5,wigcx=-2,y=3.D(-2,3).

‘Dp‘ 1 - - -
ad (c) ‘DC‘ =§, wiegc |DC|=3|DP|. Zatem DC =3DP. DC=[6+2,8-3]=[8,5];
%
DP =[x+ 2, y—3], gdzie P(x, y). Mamy wiec: [8, 5] =3[x + 2, y— 3],
skqd3x+6=8i3y—9=5.Zatemx=%iy=4%.P 2,42}
3 3 33
—3+% —2+4g
ad () Niech rodek odcinka AP, E(x, ). Zatem x = — 3 y-= 5 3,
7 . 4 1.1
skgd x=—— 1 y=— FE| -1-,1—|.
! 6 4 3 ( 6 3)

s 1 17 2 1 27 7
ad(¢) EB=|5+1-,3-1-|; EB=|6-,1=|; AB=18,5].
6 3 6 3
- -S> - 1 1
Stad u =6EB—4AB=6-[6,16}—4[8,5]=[37,10]—[32,20]:[5,—10].

ad(f) | 1t|=+/5" +(=10)> =+/25+100 =125 =5+5.
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II Spostrzezenia

Metoda uktadanki mobilizuje calg grupe do pracy. Poszczeg6lni uczniowie sg zaan-
gazowani w rozwigzanie czgsci zadania. Pozostali cztonkowie grupy musza czuwac
nad poprawnym wykonaniem czynnoS$ci przez ucznia rozwigzujacego ,,fragment”
zadania, zdajac sobie sprawg z tego, ze efekt ich pracy bedzie zalezat od efektu pracy
poprzednika. Cata grupa jest odpowiedzialna za wykonanie calego zadania.

Prace grupowa mozna oceni¢. Po wykonaniu zadania przez zespoét i opracowaniu
rozwigzania na papierze podaniowym przez czlonkoéw grupy (uczniowie podpisuja
si¢ obok fragmentu wykonanego przez siebie etapu zadania), nauczyciel zbiera pra-
ce. Poprawione 1 zrecenzowane oddaje uczniom na najblizszej lekcji. Ocena z zada-
nia grupowego jest taka sama dla kazdego czlonka zespotu.
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