
2. Przyk³adowe scenariusze lekcji

Scenariusz nr 1

Zakres rozszerzony

Temat lekcji: „Dyskusja nad liczb¹ rozwi¹zañ równania liniowego z wartoœci¹ bez-
wzglêdn¹ i parametrem”.

Wprowadzenie
Lekcja przeznaczona jest do przeprowadzenia w pierwszej klasie liceum realizuj¹cej
zakres rozszerzony matematyki. Na poprzednich lekcjach uczniowie rozwi¹zywali
równania liniowe z parametrem. Posiadaj¹ te¿ umiejêtnoœæ rozwi¹zywania metod¹
algebraiczn¹ równañ liniowych z wartoœci¹ bezwzglêdn¹. Potrafi¹ interpretowaæ je
graficznie.

Celem lekcji jest zapoznanie uczniów z ró¿nymi metodami wyznaczania liczby roz-
wi¹zañ równania liniowego z wartoœci¹ bezwzglêdn¹ i parametrem oraz rozwijanie
umiejêtnoœci dokonywania wyboru metod, które skutecznie i szybko prowadz¹ do
rozwi¹zania danego problemu.

Czas trwania lekcji – dwie jednostki lekcyjne (90 minut).

Forma pracy – praca w grupach 5 – 6 osobowych.

Metoda pracy – drzewo decyzyjne.
Metoda ta s³u¿y rozwijaniu umiejêtnoœci dokonywania wyboru i podejmowania de-
cyzji, z pe³n¹ œwiadomoœci¹ skutków, które ta decyzja ma przynieœæ.

Materia³y pomocnicze
• Przygotowanie dla ka¿dej grupy papieru podaniowego w kratkê.
• Przygotowanie dla ka¿dej grupy zestawu zadañ – za³¹cznik nr 1.
• Przygotowanie dla ka¿dej grupy schematu drzewa decyzyjnego – za³¹cznik nr 2.
Materia³y pomocnicze przygotowuje nauczyciel.

Zamierzona struktura lekcji:

Kolejne

etapy
Proponowany przebieg lekcji Czas

Umiejêtnoœci

kszta³towane na lekcji

I faza
Zaanga¿owanie

Nauczyciel:
– informuje uczniów, co bêdzie przedmiotem

zajêæ; zapisuje temat na tablicy;
– dzieli uczniów na 5 – 6 osobowe grupy;
– omawia metodê pracy:
� informuje uczniów, ¿e ka¿da z grup otrzy-

ma zestaw zadañ – równania liniowe z war-
toœci¹ bezwzglêdn¹ i parametrem oraz
schemat drzewa decyzyjnego;

10
minut

komunikacja uczeñ – na-
uczyciel;
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�podkreœla, ¿e zadaniem ka¿dej grupy bê-
dzie znalezienie ró¿nych sposobów na okreœ-
lenie liczby rozwi¹zañ równania liniowego
z wartoœci¹ bezwzglêdn¹ i parametrem;
jednoczeœnie informuje, ¿e znalezione ró¿-
ne mo¿liwe rozwi¹zania nale¿y wpisaæ na
dole drzewa – drzewo ma tyle ga³êzi, ile
jest pomys³ów na rozwi¹zanie problemu;
� zaznacza, ¿e ka¿de z mo¿liwych rozwi¹zañ

winno byæ ocenione przez autorów po-
mys³u – nale¿y okreœliæ zarówno pozytyw-
ne, jak i negatywne skutki ka¿dej
mo¿liwoœci rozwi¹zania z punktu widzenia
stawianych sobie celów i wartoœci – wady
i zalety przedstawionej metody nale¿y wy-
pisaæ na schemacie drzewa;
� informuje, ¿e ostatecznym celem pracy jest

podjêcie decyzji, czyli wybranie metody
rozwi¹zania, która szybko i skutecznie
prowadzi do rozwi¹zania problemu – decy-
zjê tê uczniowie podejmuj¹ grupowo i wpi-
suj¹ na „czubku drzewa”;

– rozdaje zestawy zadañ oraz schemat drzewa
decyzyjnego ka¿dej z grup.

II faza
Badanie

Uczniowie:
– samodzielnie analizuj¹ otrzymane zadania;
– odnosz¹ siê do wczeœniejszych doœwiadczeñ i

posiadanych wiadomoœci;
– dyskutuj¹ nad mo¿liwoœciami ró¿nych spo-

sobów rozwi¹zania problemu;
– podejmuj¹ próby ró¿nych mo¿liwych roz-

wi¹zañ;
– wymieniaj¹ w¹tpliwoœci i uwagi.

Nauczyciel – obserwator i s³uchacz.

15
minut

– wspó³praca w grupie;
– dyskutowanie;
– argumentowanie;
– zaanga¿owanie w roz-

wi¹zanie problemu;

III faza
Przekszta³canie

Uczniowie:
– porz¹dkuj¹ informacje, które pojawi³y siê w

procesie badania;
– przystêpuj¹ do rozwi¹zania zadañ;
– przedstawiaj¹ ró¿ne mo¿liwoœci rozwi¹zañ

na papierze podaniowym;
– oceniaj¹ ró¿ne sposoby rozwi¹zañ dostrze-

gaj¹c ich wady i zalety;
– podejmuj¹ decyzjê o wyborze metody, która

z punktu widzenia celów i wartoœci wydaje
siê im najlepsza;

– uzupe³niaj¹ schemat drzewa decyzyjnego.

Nauczyciel:
– obserwuje pracê uczniów;
– odpowiada na pytania;
– konsultuje siê z poszczególnymi grupami.

30
minut

– porz¹dkowanie infor-
macji;

– samodzielnoœæ w roz-
wi¹zywaniu proble-
mów;

– ocena stosowanych me-
tod rozwi¹zañ;

– podejmowanie decyzji;
– planowanie prezenta-

cji wyników;
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IV faza
Prezentacja

Uczniowie:
– przedstawiciele grup prezentuj¹ wyniki pracy

zespo³owej;
– pozostali uczniowie analizuj¹ i porównuj¹ spo-

soby rozwi¹zania problemu przez inne zes-
po³y;

– oceniaj¹ rezultaty pracy w³asnej grupy oraz
innych zespo³ów.

Nauczyciel:
– obserwuje sposób prezentacji;
– w razie potrzeby komentuje efekty pracy po-

szczególnych grup.

25
minut

– komunikacja uczeñ –
nauczyciel;

– autoprezentacja;
– argumentowanie;
– formu³owanie wnios-

ków;

V faza
Refleksja

Uczniowie:
– dokonuj¹ samooceny;
– uœwiadamiaj¹ sobie czego siê nauczyli oraz

czemu s³u¿y³a metoda pracy na lekcji;
– wyci¹gaj¹ wnioski do dalszej pracy;
– oceniaj¹ przebieg lekcji i osi¹gniête rezultaty.

Nauczyciel bierze czynny udzia³ w dyskusji –
wyra¿a w³asn¹ opiniê na temat przebiegu lekcji
i zaanga¿owania uczniów, s³ucha uwag
uczniowskich.

10
minut

pog³êbienie œwiadomoœci
procesu w³asnego ucze-
nia siê.

Za³¹cznik nr 1

Dane jest równanie z niewiadom¹ x i parametrem m, x � R, m � R. Zbadaj liczbê roz-
wi¹zañ równania ze wzglêdu na wartoœæ parametru m:
a) |x – 3| = m,
b) |x + 1| + x = m,
c) |x – 1| – |x| = m + 2.

Za³¹cznik nr 2 (Schemat drzewa decyzyjnego, str. 24.)

Uwagi i spostrze¿enia

I. Ró¿ne mo¿liwoœci rozwi¹zañ prezentowane przez uczniów.

ad 1) |x – 3| = m

I sposób
Korzystaj¹c z w³asnoœci wartoœci bezwzglêdnej ³atwo zauwa¿yæ, ¿e rozwa¿ane rów-
nanie ma:

0 rozwi¹zañ dla m � 0 (bo �
�

�
w

w
R

| | 0),

1 rozwi¹zanie dla m = 0 (bo |x – 3| = 0 � x = 3),
2 rozwi¹zania dla m � 0 (bo |x – 3| = m, gdzie m � 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x – 3 = m � x – 3 = –m � x = m + 3 � x = 3 – m).
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II sposób (metoda algebraiczna)
Korzystaj¹c z definicji wartoœci bezwzglêdnej otrzymujemy alternatywê warunków:
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– Równanie ma dwa rozwi¹zania wtedy i tylko wtedy, gdy
m + 3 � 3 � 3 – m � 3 � m � 0 � m > 0 � m > 0.
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– Równanie ma jedno rozwi¹zanie wtedy i tylko wtedy, gdy
(m + 3 � 3 � 3 – m � 3) � (m + 3 < 3 � 3 – m < 3) � (m � 0 � m � 0) �
� (m < 0 � m > 0) � m = 0.

– Równanie nie ma rozwi¹zañ wtedy i tylko wtedy, gdy
m + 3 < 3 � 3 – m � 3 � m < 0 � m � 0 � m < 0.

Wniosek.
Równanie ma:
0 rozwi¹zañ dla m � (–�, 0),
1 rozwi¹zanie dla m = 0,
2 rozwi¹zania dla m � (0, +�),

III sposób (metoda graficzna)
Interpretujemy równanie |x – 3| = m graficznie jako równoœæ dwóch funkcji:
f (x) = |x – 3|, x � R oraz g(x) = m, x � R, m � R.
Równanie |x – 3| = m ma tyle rozwi¹zañ, ile punktów wspólnych maj¹ wykresy funk-
cji f oraz g.

Wniosek.
Równanie ma:
0 rozwi¹zañ dla m < 0 (wykresy funkcji f oraz g nie maj¹ punktów wspólnych),
1 rozwi¹zanie dla m = 0 (wykresy maj¹ jeden punkt wspólny),
2 rozwi¹zania dla m > 0 (wykresy maj¹ dwa punkty wspólne).

ad 2) |x + 1| + x = m.

I sposób (metoda algebraiczna)
Korzystaj¹c z definicji wartoœci bezwzglêdnej otrzymujemy alternatywê warunków:
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– Rozwa¿my pierwszy cz³on alternatywy.

Równanie 0 � x = m +1 jest to¿samoœciowe dla m = –1, natomiast sprzeczne
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dla m � R – {–1}.
Dziedzin¹ równania jest przedzia³ (–�, –1), zatem mo¿emy wnioskowaæ, ¿e dla
m = –1 równanie 0 � x = m + 1 ma nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ (ka¿da liczba
z przedzia³u (–�, –1) jest jego rozwi¹zaniem), zaœ dla m � –1 nie ma rozwi¹zañ.

– Rozwa¿my drugi cz³on alternatywy.
Równanie 2x + 1 = m ma rozwi¹zanie w przedziale �–1, +�) tylko wtedy, gdy
m �

� �
1

2
1, natomiast nie ma rozwi¹zañ, gdy

m �
� �

1

2
1. Zatem równanie 2x + 1 = m

ma jedno rozwi¹zanie dla m � –1 i nie ma rozwi¹zañ dla m < –1.

Podsumujmy nasze spostrze¿enia:
– dla m > –1 równanie 2x + 1 = m ma jedno rozwi¹zanie, a równanie 0 � x = m + 1 jest

sprzeczne, wiêc równanie wyjœciowe ma jedno rozwi¹zanie;
– dla m = –1 równanie 2x + 1 = m ma jedno rozwi¹zanie, a równanie 0 � x = m +1 ma

nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ, wiêc równanie wyjœciowe ma nieskoñczenie wie-
le rozwi¹zañ;

– dla m < –1 zarówno równanie 0 � x = m + 1, jak te¿ równanie 2x + 1 = m jest
sprzeczne, wiêc równanie wyjœciowe nie ma rozwi¹zañ.

Wniosek.
Równanie ma:
0 rozwi¹zañ dla m < –1,
1 rozwi¹zanie dla m > –1,
nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ dla m = –1.

II sposób (metoda graficzna)
Równanie |x + 1| + x = m traktujemy jako równoœæ dwóch funkcji:

f (x) = |x + 1| + x, czyli f (x)=
2 1 1

1 1

x x

x


 � �

� � �


�
�

dla

dla
oraz g(x) = m, m � R.

£atwo zauwa¿yæ, ¿e równanie ma:
0 rozwi¹zañ dla m < –1,
1 rozwi¹zanie dla m > –1,
nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ dla m = –1.
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ad 3) |x – 1| – |x| = m + 2.
I sposób (metoda graficzna)
Traktujemy równanie jako równoœæ dwóch funkcji:

f (x) = |x – 1| – |x|, czyli f (x) =

1 0

2 1 0 1
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oraz g(x) = m + 2, m � R.

£atwo zauwa¿yæ, ¿e rozwa¿ane równanie ma:
0 rozwi¹zañ dla m � (–�, –3) � (–1, +�),
1 rozwi¹zanie dla m � (–3, –1),
nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ dla m � {–3, –1}.

II. Analiza b³êdów uczniowskich
Uczniowie chêtnie wybieraj¹ metodê algebraiczn¹. Ta metoda wydaje siê im sku-
teczna. Tymczasem pope³niaj¹ wiele b³êdów rzeczowych:
– np. po zast¹pieniu równania |x – 3| = m alternatyw¹ warunków:
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wnioskuj¹, ¿e rozwa¿ane równanie ma dwa rozwi¹zania x = m + 3 oraz x = 3 – m

dla ka¿dej wartoœci parametru m. Nale¿y wiêc wyraŸnie przypomnieæ uczniom
o dziedzinie równania i jej wp³ywie na zbiór rozwi¹zañ;

– maj¹ du¿e trudnoœci w „po³¹czeniu” otrzymanych wyników przy rozwa¿aniu kil-
ku przypadków, szczególnie wówczas, gdy w równaniu wystêpuje wiêcej ni¿ je-
den znak wartoœci bezwzglêdnej.

Najczêstszym b³êdem pope³nianym przy wyborze metody graficznej jest b³êdna in-
terpretacja funkcji o wzorze g(x) = m (g(x) = m + 2), x � R, m � R. Uczniowie uto¿sa-
miaj¹ t¹ funkcjê z funkcj¹ liniow¹ odpowiednio o wzorze g(x) = x (g(x) = x + 2), x � R.

III. Uwagi koñcowe
Lekcja ta ma charakter problemowy. Stawia przed uczniami trudne zadania. Wyma-
ga od nich twórczej postawy, pomys³owoœci i du¿ego zaanga¿owania. Warto tak¹
lekcjê przeprowadziæ.
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Przyk³ad opisania drzewa decyzyjnego:

Scenariusz nr 2

Zakres podstawowy (rozszerzony)

Temat lekcji: „Zastosowanie nierównoœci liniowych do rozwi¹zywania zagadnieñ
ekonomicznych”.

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Celem lekcji jest zapoznanie uczniów z metod¹ programowania liniowego

Czas trwania lekcji – dwie jednostki lekcyjne (90 minut).

Forma pracy – pierwsza czêœæ lekcji, praca z ca³¹ klas¹
– druga czêœæ lekcji, praca w grupach (5 grup).

Metoda pracy – metoda problemowa.
Metoda problemowa polega na samodzielnym rozwi¹zywaniu przez uczniów pew-
nego zadania problemowego. Metoda ta kszta³ci umiejêtnoœci matematyczne
uczniów np. takie jak analizowanie informacji, budowanie modeli matematycznych
ró¿nych zjawisk, argumentowanie, wnioskowanie itd.

Materia³y pomocnicze
– papier podaniowy w kratkê dla ka¿dej grupy;
– linijki, o³ówki, kalkulatory;
– przygotowanie piêciu ró¿nych zadañ problemowych (po jednym dla ka¿dej gru-

py) – za³¹cznik nr 1;
– przygotowanie dla ka¿dego ucznia kartki z tekstem zadañ z za³¹cznika nr 1.

Zamierzona struktura lekcji:
I czêœæ lekcji – praca z ca³¹ klas¹ (30 minut)
• Nauczyciel stawia przed uczniami problem:

„Ma³y zak³ad w³ókienniczy produkuje dwa rodzaje swetrów (damskie i mêskie)
z dwóch rodzajów we³ny (czarnej i bia³ej). Do produkcji jednego swetra damskie-
go potrzeba 20dag we³ny czarnej i 40 dag we³ny bia³ej, a do produkcji swetra mês-
kiego – 60 dag we³ny czarnej i 20 dag we³ny bia³ej. Zasoby we³ny czarnej
wynosz¹ 120 kg, natomiast bia³ej – 140 kg. Zysk osi¹gany ze sprzeda¿y swetra
mêskiego wynosi 38 z³, a ze swetra damskiego – 44 z³. Ile i jakich swetrów powi-
nien wyprodukowaæ ten zak³ad, aby osi¹gn¹æ jak najwy¿szy zysk?”

• Nauczyciel poleca, aby uczniowie dok³adnie zapoznali siê z treœci¹ zadania.
• Uczniowie wyszukuj¹ informacje zawarte w treœci zadania, zastanawiaj¹ siê co

jest wielkoœci¹ szukan¹ i od jakich zmiennych zale¿y wielkoœæ szukana (analiza
treœci).

• Nauczyciel sprawdza w dyskusji z uczniami, czy treœæ zadania jest dla nich zrozu-
mia³a. Jeœli tak jest, proponuje aby uczniowie zapisali posiadane informacje w ta-
beli:

Liczba swetrów
Liczba dag we³ny bia³ej

potrzebnej
do wykonania swetrów:

Liczba dag we³ny
czarnej potrzebnej

do wykonania swetrów

Swetry damskie

Swetry mêskie

Ogó³em:

Aby uzupe³niæ puste miejsca w tabeli nale¿y wprowadziæ zmienne pomocnicze:

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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– uczniowie oznaczaj¹ potrzebne wielkoœci, np:

liczba swetrów damskich: x (zmienna zale¿na),

liczba swetrów mêskich: y (zmienna zale¿na),

– okreœlaj¹ proste zale¿noœci pomiêdzy zmiennymi a wielkoœciami liczbowymi, np.:

„liczba dag we³ny bia³ej potrzebna do wykonania x swetrów damskich jest równa

40 � x”,

„liczba dag we³ny bia³ej potrzebna do wykonania y swetrów mêskich jest równa

20 � y”,

„liczba dag we³ny bia³ej potrzebna do wykonania x swetrów damskich i y swetrów

mêskich wynosi 40 x + 20 y”, st¹d ogó³em „zapotrzebowanie na we³nê bia³¹ wy-

nosi 40 x + 20 y”; itd.

– uzupe³niaj¹ puste miejsca w tabeli:

Liczba swetrów
Liczba dag we³ny bia³ej

potrzebnej
do wykonania swetrów

Liczba dag we³ny
czarnej potrzebnej

do wykonania swetrów

Swetry damskie x 40x 20x

Swetry mêskie y 20y 60y

Sgó³em: x + y 40x + 20y 20x + 60y

• Teraz nale¿y wprowadziæ ograniczenia, które wynikaj¹ z analizy zagadnienia.
Uczniowie zauwa¿aj¹, ¿e:

– zmienne x oraz y, które oznaczaj¹ liczbê swetrów s¹ wielkoœciami nieujemnymi

i ca³kowitymi (x � 0 i x � C oraz y � 0 i y � C);

– zasoby we³ny bia³ej ograniczone s¹ przez 140 kg (14 000 dag), a zasoby we³ny

czarnej ograniczone s¹ przez 120 kg (12 000 dag), zatem:

40x + 20y � 14000 oraz 20x + 60y � 12000.

Nauczyciel poleca, aby otrzymane nierównoœci zapisaæ w postaci uk³adu:
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• Przyszed³ czas na okreœlenie „funkcji zysku”.
Uczniowie zdaj¹ sobie sprawê, ¿e ca³kowity zysk zak³adu w³ókienniczego zale¿y od

wielkoœci zysku na pojedynczym swetrze (damskim – 44 z³, mêskim – 38 z³) oraz od
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liczby wyprodukowanych swetrów damskich (x) oraz mêskich (y). Ustalaj¹ wzór

„funkcji zysku”:

Z(x, y)=44x+38y.

• Nauczyciel proponuje, aby uczniowie przedstawili wykres uk³adu nierównoœci
oraz ¿eby wspólnie przeanalizowali rysunek.

Wspó³rzêdne ca³kowite punktów �OAB okreœlaj¹, na ile swetrów damskich i mêskich

wystarczy we³ny czarnej. Podobne znaczenie maj¹ wspó³rzêdne punktów �OCD

w odniesieniu do we³ny bia³ej. Swetry s¹ dwukolorowe, zatem interesuje nas czêœæ

wspólna trójk¹tów OAB i OCD, tzn. czworok¹t OCRB. Wspó³rzêdne ca³kowite punk-

tów nale¿¹cych do tego czworok¹ta okreœlaj¹, ile w ogóle swetrów damskich i mês-

kich mo¿na wyprodukowaæ. Optymalnej liczby swetrów nale¿y szukaæ w punktach

wierzcho³kowych otrzymanego czworok¹ta.

• Obliczamy wartoœæ „funkcji zysku” dla par liczb (0, 0) , (350, 0), (300, 100), (0, 200).
Uczniowie wybieraj¹ parê liczb, dla których „funkcja zysku” osi¹ga najwiêksz¹

wartoœæ. W tym wypadku optymaln¹ liczbê swetrów okreœlaj¹ wspó³rzêdne punktu

R(300, 100).Zysk maksymalny wynosi 15 800 z³otych.

• Nauczyciel informuje uczniów, ¿e zastosowana metoda do rozwi¹zania problemu
nazywa siê programowaniem liniowym. Ma ona zastosowanie do rozwi¹zywania
ró¿nych zagadnieñ ekonomicznych.

• Nauczyciel przypomina uczniom kolejne etapy budowania modelu matematycz-
nego rozwa¿anego zagadnienia:
1) analiza treœci (tabela),
2) wprowadzenie zmiennych (uzupe³nienie tabeli),
3) wprowadzenie ograniczeñ wynikaj¹cych z treœci zadania i zbudowanie uk³adu

nierównoœci
4) okreœlenie „funkcji zysku”,
5) naszkicowanie wykresu uk³adu nierównoœci i wskazanie punktów wierz-

cho³kowych,
6) obliczenie wartoœci „funkcji zysku” dla punktów wierzcho³kowych i wybranie

opcji optymalnej.

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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II czêœæ lekcji (60 minut)

Kolejne etapy Proponowany przebieg lekcji Czas
Umiejêtnoœci kszta³to-

wane na lekcji

I faza
Zaanga¿owanie

Nauczyciel:
– informuje uczniów, ¿e bêd¹ pracowaæ w 5 zes-

po³ach; dzieli uczniów na grupy;
– podkreœla, ¿e ka¿dy zespó³ otrzyma inne za-

gadnienie ekonomiczne, które nale¿y roz-
wi¹zaæ metod¹ programowania liniowego;

– poleca, aby ka¿dy zespó³ przedstawi³ roz-
wi¹zanie problemu na papierze podaniowym;

– rozdaje zestawy poszczególnym grupom in-
formuj¹c jednoczeœnie, ¿e czas przeznaczony
na wykonanie zadania wynosi 20 minut.

5
minut

komunikacja uczeñ – na-
uczyciel;

II i III faza
Badanie / Prze-

kszta³canie

Uczniowie:
– zapoznaj¹ siê z treœci¹ zadañ;
– dyskutuj¹ i wymieniaj¹ spostrze¿enia;
– przystêpuj¹ do budowania modelu matema-

tycznego rozwa¿anego problemu;
– opracowuj¹ uzyskane wyniki;
– przygotowuj¹ siê do prezentacji.

Nauczyciel obserwuje pracê zespo³ów. W razie
potrzeby odpowiada na pytania i w¹tpliwoœci
uczniów.

20
minut

– komunikacja uczeñ –
uczeñ;

– wspó³praca w grupie;
– podzia³ zadañ;
– analizowanie, dyskuto-

wanie, wnioskowanie;
– opracowanie wyni-

ków;

IV faza
Prezentacja

Przedstawiciele poszczególnych zespo³ów pre-
zentuj¹ wyniki pracy swojej grupy.

Nauczyciel obserwuje sposób prezentacji. W
razie potrzeby komentuje sposób rozwi¹zania.

30
minut

– autoprezentacja;
– precyzyjne wys³awia-

nie siê;
– komunikacja uczeñ –

nauczyciel;

V faza
Refleksja

Nauczyciel wraz z uczniami dyskutuj¹ na temat
przebiegu lekcji. Oceniaj¹ wartoœæ lekcji. Oce-
niaj¹ wyniki pracy zespo³ów. Wyci¹gaj¹ wnios-
ki dotycz¹ce dalszej pracy.

5
minut

pog³êbienie œwiadomoœci
procesu w³asnego ucze-
nia siê.

Za³¹cznik nr 1

Zadanie nr 1
Z miejscowoœci uzdrowiskowej mo¿na w koñcu sezonu wys³aæ najwy¿ej 12 po-
ci¹gów dziennie. S¹ to poci¹gi expresowe i poœpieszne, w których wszystkie miejsca
s¹ numerowane. W sk³ad ka¿dego poci¹gu ekspresowego wchodz¹ 2 wagony
80-osobowe i 4 wagony 48-osobowe, a w sk³ad ka¿dego poci¹gu pospiesznego
wchodzi 5 wagonów 80-osobowych i 2 wagony 48-osobowe. Stacja mo¿e wys³aæ
dziennie najwy¿ej 42 wagony 80-osobowe i najwy¿ej 40 wagonów 48-osobowych.
Ile i jakich poci¹gów nale¿y wys³aæ dziennie, aby liczba przewiezionych pasa¿erów
by³a mo¿liwie najwiêksza? Zak³adamy, ¿e pasa¿erowie zajmuj¹ tylko miejsca nume-
rowane. Jak¹ najwiêksz¹ liczbê pasa¿erów mo¿na przewieŸæ?

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Zadanie nr 2
Pewien zak³ad krawiecki postanowi³ szyæ dwa rodzaje garniturów dla mê¿czyzn –
letnie sportowe i wieczorowe. Wykonanie garnituru sportowego zajmuje krawcowi
9 godzin, zaœ wieczorowego 13 godzin. Koszt uszycia garnituru sportowego wynosi
360 z³, zaœ wieczorowego 480 z³. Zak³ad chce tygodniowo wyprodukowaæ garnitury
za kwotê nie wiêksz¹ ni¿ 1560 z³. Swoje garnitury bêdzie sprzedawaæ z zyskiem, któ-
ry w przypadku garnituru sportowego wynosi 120 z³, zaœ wieczorowego 150 z³. Ile
garniturów ka¿dego rodzaju powinien produkowaæ tygodniowo ten zak³ad, jeœli pra-
cuje tylko od poniedzia³ku do pi¹tku po 8 godzin dziennie, aby osi¹gn¹æ jak najwy¿-
szy zysk? Jaki to bêdzie zysk?

Zadanie nr 3
Fabryka mebli produkuje sto³y i ³awy z dwóch gatunków drewna. W magazynie fa-
bryki znajduje siê zapas drewna I gatunku w iloœci 720 m3 oraz II gatunku – 1200 m3

drewna. Na wyprodukowanie sto³u z drewna I gatunku potrzeba 0,18 m3 materia³u,
a ³awy 0,09 m3, zaœ na wykonanie sto³u z drewna II gatunku zu¿ywa siê 0,24 m3

materia³u, a na ³awê potrzeba 0,2 m3 drewna. Dochód fabryki z jednego sto³u wynosi
42 z³, zaœ z jednej ³awy 30 z³. Jak nale¿y zaplanowaæ produkcjê, aby zysk by³ najwiê-
kszy? Jaki to bêdzie zysk?

Zadanie nr 4
Przedsiêbiorca chce zainwestowaæ najwy¿ej 10 000 z³ w dwa fundusze: fundusz ak-
cji i fundusz obligacji. Œredni roczny zysk funduszu akcji wynosi 12%, zaœ zysk fun-
duszu obligacji 9%. Przedsiêbiorca postanowi³, ¿e w fundusz obligacji zainwestuje
co najmniej 2000 z³ i nie wiêcej ni¿ 6 000 z³ w fundusz akcji. Ponadto przedsiêbiorca
nie chce zainwestowaæ w fundusz akcji wiêcej ni¿ w fundusz obligacji. Ile pieniêdzy
powinien on zainwestowaæ w fundusz akcji, aby uwzglêdniaj¹c powy¿sze ogranicze-
nia, móg³ osi¹gn¹æ maksymalny zysk w ci¹gu roku? Jakiego zysku mo¿e wówczas
oczekiwaæ?

Zadanie nr 5
Ma³y zak³ad produkuje dwa rodzaje stolików. Wyprodukowanie du¿ego stolika wy-
maga 3godzin pracy maszyny A i 1 godziny pracy maszyny B. Wyprodukowanie
ma³ego stolika wymaga 2 godzin pracy maszyny A i 1 godziny pracy maszyny B.
W ci¹gu tygodnia maszyna A mo¿e pracowaæ co najwy¿ej 120 godzin, a maszyna B –
co najwy¿ej 50 godzin. Zak³ad zarabia na sprzeda¿y du¿ego stolika 175 z³, a na
sprzeda¿y ma³ego – 95 z³. Ile stolików du¿ych i ma³ych powinien wyprodukowaæ w
ci¹gu tygodnia ten zak³ad, aby osi¹gn¹æ maksymalny zysk? Ile bêdzie wynosiæ ten
zysk?

Uwagi i spostrze¿enia

I. Przyk³adowe rozwi¹zania zadañ
ad 1) Model matematyczny do zadania 1.:

x – liczba poci¹gów ekspresowych;

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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y – liczba poci¹gów pospiesznych

Liczba poci¹gów
Liczba wagonów
80-osobowych

Liczba wagonów
48-osobowych

Poci¹gi ekspresowe x 2x 4x

Poci¹gi pospieszne y 5y 2y

Ogó³em x + y 2x + 5y 4x + 2y

Ograniczenia:
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Okreœlenie funkcji liczby pasa¿erów:
P(x, y) = (2 � 80 + 4 � 48)x + (5 � 80 + 2 � 48)y = 352x + 496y.
Wykres uk³adu nierównoœci:

Po sprawdzeniu wartoœci funkcji zysku w punktach wierzcho³kowych powsta³ego
wielok¹ta otrzymujemy nastêpuj¹ce wnioski:
Najwiêcej pasa¿erów bêdzie mo¿na przewieŸæ wówczas, gdy stacja wyœle 6 po-
ci¹gów ekspresowych i 6 poci¹gów poœpiesznych. Wówczas
P(6, 6) = 352 � 6 + 496 � 6 = 5088. Liczba pasa¿erów wyniesie 5088.

ad 2) Model matematyczny do zadania 2.:
x – liczba letnich garniturów sportowych;
y – liczba garniturów wieczorowych.

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Liczba garniturów
Czas potrzebny na

wykonanie garniturów
[w godz.]

Koszt uszycia
garniturów [w z³]

Garnitury letnie sportowe x 9x 360x

Garnitury wieczorowe y 13y 480y

Ogó³em x + y 9x + 13y 360x + 480y

Ograniczenia:
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Okreœlenie „funkcji zysku”:
Z(x, y) = 120x + 150y.
Wykres uk³adu nierównoœci:

Wnioski:
Najwiêkszy zysk osi¹gnie zak³ad krawiecki, jeœli w tygodniu uszyje 3 garnitury spor-
towe i 1 garnitur wieczorowy. Wówczas Z(3, 1) = 120 � 3 + 150 � 1 = 510.
Zysk ten wynosi 510 z³otych.

ad 3) Model matematyczny do zadania 3.;
x – liczba sto³ów,
y – liczba ³aw.

Liczba sto³ów i ³aw
Liczba m3 drewna I gatunku

potrzebna do produkcji towaru
Liczba m3 drewna II gatunku

potrzebna do produkcji towaru

Sto³y x 0,18x 0,24x

£awy y 0,09y 0,2y

Ogó³em x + y 0,18x + 0,09y 0,24x + 0,2y

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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Ograniczenia:
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Okreœlenie „funkcji zysku”:
Z(x, y) = 42x + 30y.
Wykres uk³adu nierównoœci:

Wnioski:
Nale¿y wyprodukowaæ 2500 sto³ów i 3000 ³aw, a wówczas zysk bêdzie najwiêkszy.
Z(2500, 3000) = 42�2500 + 30 � 3000 = 195000.
Zysk wyniesie 195 000 z³otych.

ad 4) Model matematyczny do zadania 4.;
x – kwota przeznaczona na fundusz akcji,
y – kwota przeznaczona na fundusz obligacji.

Kwota przeznaczona
na fundusz [w z³]

Fundusz akcji x

Fundusz obligacji y

Ogó³em x + y

Ograniczenia:
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Okreœlenie „funkcji zysku”:
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Z(x, y) = 0,12x + 0,09y.
Wykres uk³adu nierównoœci:

Wnioski:
Przedsiêbiorca osi¹gnie najwiêkszy zysk, jeœli zainwestuje w akcje 5000 z³ i tyle
samo w obligacje.
Z(5000, 5000) = 0,12 � 5000 + 0,09 � 5000 = 1050.
Zysk wyniesie 1050 z³otych.

ad 5) Model matematyczny do zadania 5.:
x – liczba stolików du¿ych,
y – liczba stolików ma³ych.

Liczba
stolików

Czas pracy maszyny A
potrzebny na wykonanie

towaru [w godz.]

Czas pracy maszyny B
potrzebny na wykonanie

towaru [w godz.]

Stoliki du¿e x 3x 1x

Stoliki ma³e y 2y 1y

Ogó³em 3x + 2y x + y

Ograniczenia:
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Okreœlenie „funkcji zysku”: Z(x, y) = 175x + 95y.
Wykres uk³adu nierównoœci:
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Wnioski:
Zak³ad powinien wyprodukowaæ 20 stolików du¿ych i 30 ma³ych.
Wówczas Z(x, y) = 175�20 + 30 � 95 = 6350.
Zysk maksymalny wyniesie 6350 z³otych.

II Spostrze¿enia
Aby prezentacja pracy poszczególnych grup przebiega³a sprawnie (6 minut na ka¿dy
zespó³), nale¿y zadbaæ o to, aby:
1) podczas prezentacji ka¿dy uczeñ posiada³ treœci zadañ, które rozwi¹zywa³y po-

szczególne grupy;
2) prezentacja ogranicza³a siê do:

– opisania zmiennych,
– przedstawienia tabeli,
– zapisania uk³adu nierównoœci,
– zapisanie „funkcji zysku”,
– przedstawienia wykresu nierównoœci,
– podania wniosku koñcowego.

Warto jest zebraæ opracowane przez grupy na papierze podaniowym rozwi¹zania za-
dañ, sprawdziæ, poprawiæ je, zrecenzowaæ i oddaæ uczniom.
Pracê w grupach nale¿y oceniæ. Ocena mo¿e byæ œredni¹ ocen (oceny z pracy pisem-
nej i oceny z prezentacji). Ka¿dy cz³onek grupy otrzymuje tê sam¹ ocenê. Mo¿na te¿
zró¿nicowaæ oceny w grupie, jeœli uczniowie danej grupy potrafi¹ okreœliæ swój
wk³ad w rozwi¹zanie problemu. Tak¹ informacjê nauczyciel powinien uzyskaæ na
pracy pisemnej – np. przy nazwisku ucznia pojawia siê okreœlenie stopnia zaanga-
¿owania w rozwi¹zanie zadania (np. bardzo du¿e, du¿e, œrednie, ma³e, znikome, ¿ad-
ne) lub stopieñ zaanga¿owania mo¿e wyra¿aæ siê w ocenach: 6, 5, 4, 3, 2 lub 1.

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Scenariusz nr 3

Zakres podstawowy (rozszerzony)

Temat lekcji: „Powtórzenie i utrwalenie wiadomoœci o wektorach”.

Wprowadzenie: Lekcjê tê mo¿na przeprowadziæ przed planowanym sprawdzianem,
wykorzystuj¹c jedn¹ z dwóch godzin lekcyjnych przeznaczonych na „Dzia³ania na
wektorach”. Mo¿e ona równie¿ zast¹piæ planowany sprawdzian.

Celem lekcji jest utrwalenie wiadomoœci o wektorach – wspó³rzêdne wektora,
d³ugoœæ wektora, dzia³ania na wektorach.

Czas trwania lekcji – jedna jednostka lekcyjna (45 minut).

Forma pracy – praca w grupach 6 osobowych – ka¿da grupa otrzymuje to samo zada-
nie sk³adaj¹ce siê z szeœciu etapów.

Metoda pracy – metoda uk³adanki „puzzle”.
Metoda ta polega na tym, ¿e ka¿dy cz³onek grupy otrzymuje czêœæ informacji nie-
zbêdnych do wykonania zadania grupowego. Poszczególni uczniowie grupy s¹ od-
powiedzialni za przygotowanie swojej porcji informacji, przekazanie jej kolegom
i przyswojenie sobie informacji prezentowanych przez nich.

Materia³y pomocnicze
– Przygotowanie dla ka¿dej grupy papieru podaniowego w kratkê.
– Przygotowanie dla ka¿dej grupy zadania – za³¹cznik nr 1.

Zamierzona struktura lekcji:

Kolejne etapy Proponowany przebieg lekcji Czas
Umiejêtnoœci kszta³to-

wane na lekcji

I faza
Zaanga¿owanie

Nauczyciel:
– informuje uczniów co bêdzie przedmiotem

zajêæ; zapisuje temat na tablicy;
– dzieli uczniów na 6-osobowe grupy;
– omawia metodê pracy;
– podkreœla, ¿e poszczególni cz³onkowie grupy

s¹ odpowiedzialni za poszczególne „frag-
menty” zadania zespo³owego;

– rozdaje zestawy zadañ poszczególnym grupom.

10
minut

komunikacja uczeñ – na-
uczyciel;

II faza
Badanie

Uczniowie:
– zapoznaj¹ siê z treœci¹ zadañ;
– odnosz¹ siê do wczeœniejszych doœwiadczeñ

i posiadanych wiadomoœci;
– dziel¹ siê prac¹ – ka¿dy cz³onek grupy ma

wykonaæ tylko jedno polecenie z zadania
grupowego i przekazaæ porcjê informacji ko-
legom z zespo³u.

Nauczyciel – obserwator i s³uchacz.

5 minut – komunikacja uczeñ –
uczeñ;

– wspó³praca w grupie;
– podzia³ obowi¹zków

pomiêdzy cz³onków
zespo³u;

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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III faza
Przekszta³canie

Uczniowie:
– przystêpuj¹ kolejno do realizacji zadania gru-

powego;
– ka¿dy cz³onek zespo³u wykonuje stosowne

obliczenia, informuje kolejnego cz³onka gru-
py o efektach swojej pracy, dostarcza nie-
zbêdnej porcji informacji do wykonania
nastêpnego polecenia;

– pozostali cz³onkowie grupy czuwaj¹, aby ko-
lejne „ogniwa” zadania grupowego by³y wy-
konane poprawnie;

– przyswajaj¹ informacje przekazywane przez
kolegów.

15
minut

– komunikacja uczeñ –
uczeñ;

– umiejêtnoœæ wywi¹zy-
wania siê z powierzo-
nego zadania;

– odpowiedzialnoœæ za
pracê ca³ej grupy;

IV faza
Prezentacja

Nauczyciel:
– wybiera losowo ucznia z pierwszej grupy

i poleca mu prezentacjê rozwi¹zania pierw-
szego polecenia, nastêpnie wybiera losowo
ucznia z drugiej grupy by przedstawi³ roz-
wi¹zanie drugiego polecenia, itd.

– obserwuje sposób prezentacji;
– w razie potrzeby komentuje sposób rozwi¹zania;

Uczniowie:
– œledz¹ rozwi¹zania kolejnych etapów zadania;
– porównuj¹ wyniki i sposób rozwi¹zania z w³as-

nymi;
– oceniaj¹ rezultaty w³asnej pracy i innych grup.

10
minut

– komunikacja uczeñ –
nauczyciel;

– autoprezentacja;
– dba³oœæ o przejrzys-

toœæ rozwi¹zania;
– dba³oœæ o precyzjê wy-

s³awiania siê;

V faza
Refleksja

Uczniowie:
– dokonuj¹ samooceny;
– wyci¹gaj¹ wnioski do dalszej pracy;
– oceniaj¹ przebieg lekcji od strony osi¹gniê-

tych celów i atrakcyjnoœci zajêæ.

Nauczyciel ocenia pracê zespo³ów, wyra¿a opi-
niê na temat osi¹gniêtych przez grupy efektów,
s³ucha uwag uczniowskich.

5
minut

pog³êbienie procesu
uczenia siê.

Za³¹cznik nr 1

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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Y
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7

8 C ( , )6 8

B ( , )5 3

A ( , )� �3 2



Zadanie
Dane s¹ punkty A(–3, –2), B(5, 3), C(6, 8).

a) Oblicz wspó³rzêdne wektorów AB
�

oraz BC
�

.
b) Wyznacz wspó³rzêdne punktu D, tak aby figura ABCD by³a równoleg³obokiem.

c) Wyznacz wspó³rzêdne punktu P, który dzieli odcinek DC tak, ¿e
DP

DC
	

1

3
.

d) Oblicz wspó³rzêdne punktu E – œrodka odcinka AP.

e) Oblicz wspó³rzêdne wektora u EB AB
�

	
�

�
�

6 4 .

f) Oblicz d³ugoœæ wektora u
�

.

Uwagi i spostrze¿enia

I. Przyk³adowe rozwi¹zanie zadania

ad (a) AB
�

= [5 + 3, 3 + 2], AB
�

= [8, 5]

BC
�

= [6 – 5, 8 – 3], BC
�

= [1, 5]

ad (b) Niech D(x, y), zatem AD
�

= [x + 3, y + 2]. AD BC
�

	
�

, st¹d [x + 3, y + 2] = [1, 5],
czyli x + 3 = 1 i y + 2 = 5, wiêc x = –2, y = 3. D(–2, 3).

ad (c)
DP

DC
	

1

3
, wiêc |DC| = 3|DP|. Zatem DC DP DC

�
	

� �
3 . = [6 + 2, 8 – 3] = [8, 5];

DP
�

= [x + 2, y – 3], gdzie P(x, y). Mamy wiêc: [8, 5] = 3[x + 2, y – 3],

sk¹d 3x + 6 = 8 i 3y – 9 = 5. Zatem x =
2

3
i y = 4

2

3
. P

2

3
4

2

3
,�

�
�

�

�
�.

ad (d) Niech E – œrodek odcinka AP, E(x, y). Zatem x =
� 
3

2

3
2

i y =
� 
2 4

2

3
2

,

sk¹d x = �
7

6
i y =

4

3
. E ��

�
�

�

�
�1

1

6
1

1

3
, .

ad (e) EB EB AB
�

	 
 ��

��
 

!"

�
	 �

��
 

!"

�
5 1

1

6
3 1

1

3
6

1

6
1

2

3
, ; , ; = [8, 5].

St¹d u EB AB
�

	
�

�
�

	 � �

��
 

!"
� 	 �6 4 6 6

1

6
1

1

6
4 8 5 37 10 32 20, [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]	 �5 10 .

ad (f) | | ( )u
�

	 
 � 	 
 	 	5 10 25 100 125 5 52 2 .

2. Przyk³adowe scenariusze lekcji
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II Spostrze¿enia
Metoda uk³adanki mobilizuje ca³¹ grupê do pracy. Poszczególni uczniowie s¹ zaan-
ga¿owani w rozwi¹zanie czêœci zadania. Pozostali cz³onkowie grupy musz¹ czuwaæ
nad poprawnym wykonaniem czynnoœci przez ucznia rozwi¹zuj¹cego „fragment”
zadania, zdaj¹c sobie sprawê z tego, ¿e efekt ich pracy bêdzie zale¿a³ od efektu pracy
poprzednika. Ca³a grupa jest odpowiedzialna za wykonanie ca³ego zadania.
Pracê grupow¹ mo¿na oceniæ. Po wykonaniu zadania przez zespó³ i opracowaniu
rozwi¹zania na papierze podaniowym przez cz³onków grupy (uczniowie podpisuj¹
siê obok fragmentu wykonanego przez siebie etapu zadania), nauczyciel zbiera pra-
ce. Poprawione i zrecenzowane oddaje uczniom na najbli¿szej lekcji. Ocena z zada-
nia grupowego jest taka sama dla ka¿dego cz³onka zespo³u.

Scenariusz nr 4

Zakres rozszerzony

Temat lekcji: „Dzia³anie w zbiorze”.

Wprowadzenie: Lekcja mo¿e byæ przeprowadzona w przypadku, gdy rozk³ad mate-
ria³u zawiera 5 godzin matematyki w tygodniu.

Celem lekcji jest badanie w³asnoœci dzia³añ okreœlonych w danym zbiorze.

Czas trwania lekcji – jedna jednostka lekcyjna (45 minut).

Forma pracy – praca w grupach 2 osobowych (w ³awkach).

Metoda pracy – praca z podrêcznikiem.
Metoda pracy z podrêcznikiem wdra¿a uczniów do samodzielnego uczenia siê,
kszta³tuje umiejêtnoœæ rozumienia czytanego tekstu, analizowania i wnioskowania.

Materia³y pomocnicze
– podrêcznik do matematyki dla ka¿dego ucznia (lub jeden na ³awkê),
– zeszyty uczniowskie lub kartki papieru podaniowego w kratkê dla ka¿dego „zes-

po³u”,
– za³¹cznik nr 1 (przygotowuje nauczyciel).

Zamierzona struktura lekcji:

Kolejne etapy Proponowany przebieg lekcji Czas
Umiejêtnoœci kszta³to-

wane na lekcji

I faza
Zaanga¿owanie

Nauczyciel:
– informuje uczniów co bêdzie przedmiotem

zajêæ; zapisuje temat na tablicy;
– podkreœla, ¿e uczniowie bêd¹ pracowaæ z pod-

rêcznikiem, parami w ³awkach;
– poleca otworzyæ podrêcznik na str. 26 i zapo-

znaæ siê z tematem „Dzia³anie w zbiorze”;

5 minut komunikacja uczeñ – na-
uczyciel;

Matematyka. Materia³y pomocnicze dla nauczyciela
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