PLAN WYNIKOWY

(zakres podstawowy)

klasa 2.

Wstep

Plan wynikowy ksztatcenia matematycznego jest dostosowany do programu nauczania matematyki w liceach i technikach, autorstwa Marcina
Kurczaba, Elzbiety Kurczab oraz Elzbiety Swidy: zakres podstawowy — numer dopuszczenia DKOS — 5002 — 05/08. Jest on przeznaczony dla
nauczycieli oraz ucznidéw pracujgcych z podrecznikiem ,,Matematyka. Podrecznik do licedw i technikéw. Zakres podstawowy” i zbiorami zadan
do matematyki, autorstwa Elzbiety Kurczab, Marcina Kurczaba oraz Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjng * Krzysztof Pazdro.

Plan jest wykazem wiadomosci i umiejetnosci, jakie powinien miec uczen ubiegajacy sie o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach edukac;ji
w liceum lub w technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielili§my na trzy grupy:
¢ Wymagania podstawowe (zawierajg wymagania konieczne);

¢ Wymagania dopetniajgce (zawierajg wymagania rozszerzajgce);
¢ Wymagania wykraczajace.

Wymagania wykraczajgce zawierajg w sobie wymagania dopetniajace, te zas zawierajg wymagania podstawowe.

Ocene dopuszczajgcg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce 40% — 60% wymagan podstawowych,
za$ ocene dostateczng uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 60 % wymagan podstawowych.

Ocene dobrg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce do 75% wymagan dopetniajgcych, zas ocene
bardzo dobrg uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 75% wymagan dopetniajacych.

Ocene celujgcag powinien uzyskaé uczen, ktory opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci zawarte w wymaganiach wykraczajgcych.

Aby utatwic¢ nauczycielom, uczniom oraz ich rodzicom korzystanie z planu wynikowego, dla poszczegdlnych wymagan przedstawiamy
przyktadowe zadania, ktére doktadniej okreslajg stopien trudnosci problemdéw wymaganych na poszczegdlne oceny. Przedstawione zadania nie



moga w zadnym wypadku stanowi¢ przyktadowego zbioru zadan, z ktérego nauczyciel powinien czerpaé zadania na ewentualny egzamin
sprawdzajacy, lecz majg jedynie wskazac stopien trudnosci zadan na poszczegdlne oceny.

Plan wynikowy nie moze by¢ ,,dokumentem sztywnym”. Zaktadamy, ze kazdy nauczyciel zmodyfikuje ten plan, dostosowujac go zaréwno do
liczby godzin przeznaczonych na realizacje materiatu, jak i do mozliwosci uczniow.

Nauczycieli, ktérzy beda korzystac z przygotowanego przez nas planu wynikowego, prosimy o wskazéwki i uwagi.

Autorzy
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1. Geometria ptaska — czworokaty

Tematyka zajec:
e Podziat czworokatéw. Trapezoidy
e Trapezy
e Rownolegtoboki
e (Okrag opisany na czworokacie
e Okrag wpisany w czworokat
e Wielokaty — podstawowe wtasnosci
e Podobienstwo figur. Podobienstwo czworokgtow
e Pole prostokata. Pole kwadratu
e Pole rownolegtoboku. Pole rombu
e Pole trapezu
e Pole czworokata
e Pola figur podobnych
e Mapa. Skala mapy

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajgce Wymagania wykraczajgce
Uczen: Uczen: Uczen:
—zna podziat czworokatow; —umie na podstawie wtasnosci czworokata —umie udowodnic¢ twierdzenia
— potrafi wyrdzni¢ wsrdd trapezéw: trapezy podanych w zadaniu wywnioskowaé, jaki to jest o okregu wpisanym w czworokat
prostokatne i trapezy rGwnoramienne; czworokat; i okregu opisanym na czworokacie;
poprawnie postuguje sie takimi okresleniami jak: |—umie udowodni¢ twierdzenie o odcinku tgczacym | — potrafi rozwigzywac nietypowe
podstawa, ramie, wysokos$¢ trapezu; srodki ramion trapezu; zadania o podwyzszonym stopniu
—wie, Ze suma katow przy kazdym ramieniu — potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu trudnosci dotyczace czworokatdw,




trapezu jest réwna 180° i umie te wtasnos¢
wykorzysta¢ w rozwigzywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinku tgczgcym srodki
ramion trapezu i umie zastosowac je
W rozwigzywaniu prostych zadan;

— potrafi rozwigzywadé proste zadania dotyczace
wtasnosci trapezow, w tym réwniez
z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

—zna podstawowe wtasnosci réwnolegtobokéw
i umie je stosowac w rozwigzywaniu prostych
zadan;

—wie, jakie wtasnosci ma romb;

—zna wtasnosci prostokata i kwadratu;

—wie, co to sg trapezoidy, potrafi podac przyktady
takich figur;

—wie, czym charakteryzuje sie deltoid;

—rozumie co to znaczy, ze czworokat jest wpisany
w okrag, czworokat jest opisany na okregu;

—zna warunki jakie musi spefnia¢ czworokat, aby
mozna byto okrag wpisa¢ w czworokat oraz aby
mozna byto okrag opisa¢ na czworokgcie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwigzywaniu
prostych zadan;

— potrafi wymieni¢ nazwy czworokatow, w ktore
mozna wpisac¢ i nazwy czworokatow na ktérych
mozna opisac¢ okrag;

— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczgce
trapezow wpisanych w okrag i opisanych na
okregu, w tym réwniez z wykorzystaniem
wczesniej poznanych wtasnosci trapezu.

trudnosci dotyczgce czworokatéow, w tym
trapezow i réwnolegtobokow;

— potrafi zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokgcie w rozwigzaniu ztozonych zadan
o $rednim stopniu trudnosci;

— potrafi zastosowac¢ twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokacie do rozwigzania zadan o Srednim
stopniu trudnosci dotyczacych trapezéw
wpisanych w okrag i opisanych na okregu;

— potrafi uzasadnic¢, ze suma miar katow
zewnetrznych wielokata wypuktego jest stata
i wynosi 720°;

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na pole czworokata
opisanego na okregu w zaleznosci od dtugosci
promienia okregu i obwodu tego czworokata;

czworokatédw wpisanych w okrag
i opisanych na okregu, w tym

z zastosowaniem poznanych
twierdzen.




—zna i potrafi stosowac wzér na liczbe przekatnych
wielokgta wypuktego;

—zna i potrafi stosowa¢ w zadaniach wzér na sume
miar katow wewnetrznych wielokata wypuktego;

—wie co to jest kat zewnetrzny wielokata
wypuktego i ile wynosi suma miar wszystkich
katéw zewnetrznych wielokata wypuktego;

—wie, jaki wielokat jest wielokgtem foremnym;

—zna i rozumie definicje podobienstwa;

— potrafi wskazac figury podobne;

— potrafi rozwigzywaé proste zadania dotyczgce
podobienstwa czworokatow;

—zna wzory na pola czworokgtéw takich jak:
kwadrat, prostokat, romb, réwnolegtobok oraz
trapez i potrafi je stosowac w prostych
zadaniach, korzystajgc z wczeséniej zdobytej
wiedzy (w tym takze z trygonometrii);

—wie jak obliczy¢ pole czworokata, jesli dane sg
dtugosci jego przekatnych i miara kata pod jakim
przecinajg sie te przekatne;

—zna i potrafi stosowa¢ w prostych zadaniach
zalezno$¢ miedzy skalg podobieristwa
czworokatéw a polami tych czworokgtow;

— potrafi rozwigzywac proste zadania
z zastosowaniem skali mapy.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Rdéznica miar katéw przeciwlegtych trapezu

Zadanie 1.
Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki przekatnych

Zadanie 1.
W czworokacie wpisanym w okrag




rownoramiennego wynosi 20°. Oblicz miary katow
trapezu.

Zadanie 2.

Z kawatka materiatu w ksztatcie trapezu
prostokatnego o podstawach dtugosci

1,2 mi 0,4 m oraz wysokosci 1,5 m wycieto
choragiewke w ksztafcie tréjkata
rownoramiennego, ktérego podstawag jest dtuzsze
ramie trapezu, a jeden z wierzchotkéw nalezy do
krotszego ramienia trapezu.

a) Wyznacz dtugosci odcinkéw, na jakie ten
wierzchotek podzielit krétsze ramie trapezu.

b) Oblicz dtugosci bokéw choragiewki.

Wyniki podaj z doktadnoscig do 0,01 m.

Zadanie 3.

Oblicz miary katow czworokata ABCD wpisanego
w okrag, wiedzac, ze | ZLC| = 4| LA|
i|£B|=2|4£D|.

Zadanie 4.
Wysokosci réwnolegtoboku pozostajg w stosunku
3:5, ajeden bok jest o 6 cm diuzszy od drugiego.
a) oblicz obwdd rownolegtoboku;
b) wiedzac dodatkowo, ze sinus kata ostrego

. . . 5 .
rownolegtoboku jest rowny?, oblicz pole

rownolegtoboku i dtugosci jego wysokosci.

dowolnego trapezu jest rownolegty do podstaw
i jego dtugos¢ jest rowna potowie réznicy dtugosci
podstaw.

Zadanie 2.

W czworokacie ABCD potaczono srodki bokdéw
i otrzymano prostokat. Czy mozna twierdzi¢, ze
ABCD jest rombem? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3.
W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o srodku
0. Uzasadnij, ze | ZBOC| =90°.

Zadanie 4.

Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne
dtugosci 13 cm i 8 cm przecinaja sie pod katem
60°.

Zadanie 5.

Przekatne rombu majg dtugosé¢ 10 cm i 24 cm.
Oblicz sinus kata ostrego tego rombu i na tej
podstawie ustal, czy kat ostry rombu ma miare
wiekszg od 45°, czy mniejsza.

Zadanie 6.

Na okregu, ktérego dtugos¢ promienia wynosi
2 cm, opisano trapez rGwnoramienny o polu
20 cm’. Oblicz dtugosci bokéw trapezu.

prowadzimy dwusieczne dwdch
przeciwlegtych katow, przecinajgce
okrag w punktach E, F. Wykaz, ze
odcinek EF jest srednica tego okregu.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze w dowolnym
czworokacie odcinki faczace srodki
przeciwlegtych bokdéw dzielg sie

w punkcie przeciecia na potowy.




Zadanie 5.

Na okregu o promieniu 3 cm opisano trapez,
ktorego katy przy dtuzszej podstawie majg miary
30°i 60°. Oblicz pole trapezu.

Zadanie 6.

Pole kwadratu A;B,C1D; jest 0 69% wieksze od pola
kwadratu ABCD. Oblicz skale podobienstwa tych
kwadratow.

Zadanie 7.

Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy
czesci o réownych polach prostymi przechodzacymi
przez wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci
odcinkdéw, na jakie te proste podzielity boki rombu.




2. Funkcja kwadratowa
Tematyka zaje¢:

e Jednomian stopnia drugiego

e Wzdr funkcji kwadratowej w postaci kanoniczne;j

e Zwigzek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej w wzorem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
e Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Wzér funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej

e Szkicowanie wykreséw funkcji kwadratowych. Odczytywanie wtasnosci funkcji kwadratowej na podstawie wykresu

e Najmniejsza oraz najwieksza wartosc funkcji kwadratowej w przedziale domknietym

e Badanie trédjmianu kwadratowego — zadania optymalizacyjne

e Rodwnania kwadratowe

e Nieréwnosci kwadratowe

e Zadania tekstowe prowadzgce do réwnan i nieréwnosci kwadratowych

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajgce Wymagania wykraczajgce
Uczen: Uczen: Uczen:
— potrafi rozpoznac jednomian stopnia drugiego; |— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe —potrafi wyprowadzi¢ wzory na
— potrafi narysowac¢ wykres jednomianu stopnia prowadzgce do réwnan i nierownosci pierwiastki tréjmianu
drugiego i oméwic jego wtasnosci; kwadratowych z jedng niewiadomg; kwadratowego;
— potrafi odrézni¢ wzér funkcji kwadratowej od | — potrafi zastosowad wtasnosci funkgji —potrafi wyprowadzi¢ wzory na
wzoru innej funkgji; kwadratowej do rozwigzywania zadar wspotrzedne wierzchotka paraboli;
— potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji optymalizacyjnych; —potrafi rozwigzywad rdézne problemy
kwadratowej lub sprawdzi¢, ze tréjmian — potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji dotyczace funkcji kwadratowej,
kwadratowy nie ma miejsc zerowych; kwadratowej (symetria wzgledem osi OX, ktére wymagaja niestandardowych
— potrafi obliczyé wspdtrzedne wierzchotka symetria wzgledem osi OY, symetria wzgledem metod pracy oraz
paraboli na podstawie poznanego wzoru oraz punktu O(0, 0), przesunigcie réwnolegte niekonwencjonalnych pomystow.
na podstawie znajomosci miejsc zerowych o wektor) oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej




funkcji kwadratowej;

— potrafi naszkicowa¢ wykres dowolnej funkgji
kwadratowej;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji
kwadratowej omoéwic jej wtasnosci;

— potrafi napisa¢ wzoér funkcji kwadratowe;j
o zadanych wtasnosciach;

—zna wzor funkcji kwadratowej w postaci
ogolnej, kanonicznej oraz iloczynowej;

— potrafi sprawnie zamieniac¢ jedng posta¢ wzoru
tréjmianu kwadratowego na drugg (postac
0gdlna, kanoniczna, iloczynowa);

— potrafi wyznaczy¢ najmniejszg oraz najwiekszg
wartos¢ funkcji kwadratowej w danym
przedziale domknietym;

— potrafi algebraicznie rozwigzywac réwnania
i nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

— potrafi graficznie rozwigzywac rownania
i nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

— potrafi rozwigzywac proste zadania prowadzace
do réwnan i nieréwnosci kwadratowych z jedng
niewiadomg;

—potrafi rozwigzywac proste zadania
z parametrem dotyczgce wtasnosci funkgji
kwadratowej;

—potrafi przeanalizowad zjawisko z zycia
codziennego, opisane wzorem (wykresem)
funkcji kwadratowe;j.

wykres otrzymano w danym przeksztatceniu;
— potrafi rozwigzywac zadania z parametrem,
o podwyzszonym stopniu trudnosci, dotyczace
wtasnosci funkcji kwadratowej;
— potrafi rozwigzywac zadania na dowodzenie
dotyczgce wtasnosci funkcji kwadratowe;j.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci

iloczynowe;j f(x) =—2(x - 3)(x + 2), x € R.

a) Napisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej
oraz ogblne;.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Okresl zbiér wartosci funkcji f, przedziaty
monotonicznosci oraz zbiér tych argumentéw
dla ktérych funkcja f osigga wartosci
niedodatnie.

Zadanie 2.

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = %Xz +X-8,

x eR.

a) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.

b) Rozwigz nieréwnos¢ f(x) > —8.

c) Wyznacz najwiekszg oraz najmniejszg wartosc¢
funkcji f w przedziale (1; 3).

Zadanie 3.

Napisz wzér funkcji kwadratowej, jesli wiadomo,
ze do jej wykresu nalezy punkt A(1, 3) i dla
argumentu 2 funkcja osigga swa najwiekszg
wartosé rowna 4.

Zadanie 1.

Firma zajmujgca sie wynajmem lokali ma do

dyspozycji 180 pomieszczen uzytkowych.

Wszystkie pomieszczenia sg zajete wéweczas, gdy

koszt wynajmu lokalu za jeden miesigc wynosi

1200 zt. Firma oszacowata, ze kazda kolejna

podwyzka czynszu o 40 zt, zmniejsza o 5 liczbe

wynajmowanych pomieszczen.

a) Zapisz wzorem przychdd firmy w zaleznosci od
liczby podwyzek czynszu, z ktérych kazda
wyniosta 40 zt.

b)Jaki miesieczny koszt wynajmu powinna ustali¢
firma, aby jej przychdd byt maksymalny? lle
wynosi maksymalny przychdd?

Zadanie 2.

Narysuj wykres funkcji y = 2x%, x € R, a nastepnie

przesun go o wektor u= [-4, 2]; otrzymany
wykres przeksztat¢ przez symetrie wzgledem
punktu (0, 0). Napisz wzér funkcji, ktorej wykres
otrzymates. Omow wiasnosci otrzymanej funkcji.

Zadanie 3.

Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 8, zas suma
kwadratow jej cyfr jest rowna 30. Jesli w liczbie
zamienimy cyfry skrajne to otrzymana liczba

Zadanie 1.

Wiadomo, ze miejscami zerowymi
funkeji fix) = 3x* + bx + 15 sg liczby
catkowite. Oblicz b.

11



Zadanie 4.

Liczbe oséb zwiedzajacych wystawe n-tego dnia

od momentu jej otwarcia opisuje wzor:

W(n) = —4n” + 48n - 24, gdzien e {1, 2, ....... ,11}.

Odpowiedz na pytania:

a) W ktérym dniu wystawe odwiedzito najwiecej
0s6b?

b) lle oséb odwiedzito wystawe podczas jej
trwania?

Zadanie 5.
Dana jest funkcja f(x) = %xz +bx-3,x€R.

a) Wyznacz b tak, aby najmniejsza wartosé
funkcji wynosita (—4).

b)Wyznacz b tak, aby najwiekszy zbiér,
w ktérym funkcja jest malejgca byt rowny
przedziatowi (—o; 6).

c) Wyznacz b tak, aby wierzchotek paraboli,
ktora jest wykresem tej funkcji nalezat do
prostej o rGwnaniu y = 2x.

bedzie 0 396 wieksza od poczatkowej. Znajdz te
liczbe.

Zadanie 4.

Wykaz, ze funkcja kwadratowa f okreslona
wzorem fix) = ax’> + (a + ¢)x + ¢, gdzie a i ¢ s3
dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0, ma
co najmniej jedno miejsce zerowe.
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3. Elementy geometrii analitycznej

Tematyka zajec:

e Wektor w ukfadzie wspotrzednych. Wspodtrzedne Srodka odcinka
e Roéwnanie kierunkowe prostej. Rbwnanie ogdlne prostej
e Rownolegtosc i prostopadtosc prostych w uktadzie wspdtrzednych

e QOdlegtos¢ punktu od proste;j
e Roéwnanie okregu

e Zastosowanie wiadomosci o rownaniu prostej i okregu do rozwigzywania zadan

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi obliczy¢ wspodtrzedne wektora
w prostokgtnym uktadzie wspoétrzednych;

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ wektora o danych
wspotrzednych;

— zna cechy wektorow réwnych i przeciwnych;

—zna twierdzenie o wspoétrzednych wektoréw
rownych oraz wspotrzednych wektorow
przeciwnych i potrafi je stosowac w prostych

—zadaniach;

— potrafi mnozy¢ wektor przez liczbe, dodawac
i odejmowac wektory;

—zna wzor na wspotrzedne srodka odcinka i potrafi

go stosowac w zadaniach;
—postuguje sie réwnaniem kierunkowym prostej;
—postuguje sie réwnaniem ogdlnym prostej;
—zna warunek réwnolegtosci prostych danych

Uczen:

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na wspdtrzedne
srodka odcinka, gdy zna wspotrzedne korncow
tego odcinka;

— potrafi napisa¢ rownanie okregu opisanego na
tréjkacie, gdy dane ma wspoétrzedne
wierzchotkow trojkata;

— potrafi rozwigzywac proste zadania
z wykorzystaniem wiadomosci o prostych,
tréjkatach, parabolach i okregach;

— potrafi rozwigzywac zadania z parametrem
dotyczace prostych i okregow.

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace okregdw w uktadzie
wspotrzednych.
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réwnaniami kierunkowymi i stosuje go
w prostych zadaniach;

—zna warunek réwnolegtosci prostych danych
réwnaniami ogolnymi i stosuje go w prostych
zadaniach;

—zna warunek prostopadtosci prostych danych
réwnaniami kierunkowymi i stosuje go
w prostych zadaniach;

—zna warunek prostopadtosci prostych danych
réwnaniami ogdlnymi i stosuje go w prostych
zadaniach;

—zna wzor na odlegtos¢ punktu od proste;j;

— potrafi obliczy¢ odlegtos¢ punktu od proste;j;

—rozpoznaje réwnanie okregu w postaci
zredukowane;j X+ y2+ ax+by+c=0oraz
w postaci kanonicznej (x — a)? + (y — b)> = r;

— potrafi sprowadzi¢ réwnanie okregu z postaci
zredukowane] do postaci kanonicznej
(i odwrotnie);

—potrafi odczytaé z réwnania okregu wspotrzedne

srodka i promien okregu;
—potrafi napisa¢ réwnanie okregu, gdy zna
wspotrzedne $rodka i promien tego okregu;
—potrafi narysowaé w uktadzie wspotrzednych
okrag na podstawie danego rownania
opisujgcego okrag;
—potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej
o danym réwnaniu wzgledem okregu o danym
réwnaniu (po wykonaniu stosownych obliczen);
—potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwdch
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okregéw danych rdwnaniami (na podstawie
stosownych obliczen);

—potrafi obliczy¢ wspotrzedne punktow wspdlnych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag
nie majg punktéw wspdlnych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Odcinek o koncach A(-4, -2) oraz B(2, 10)
podzielono na cztery odcinki réwnej dtugosci.
Oblicz wspodtrzedne punktéw podziatu.

Zadanie 2.

Dana jest prosta k: 3x — 4y + 7 = 0 oraz punkt
A(-4, 1).

a) Napisz rdwnanie ogdlne prostej |, przechodzacej
przez punkt A

—réwnolegtej do prostej k;

— prostopadtej do prostej k.

b) Oblicz odlegtos¢ punktu A od proste;j k.

Zadanie 3.

W prostokgtnym ukfadzie wspdtrzednych narysuj
okrag o danym réwnaniu:

(x+3)°+y*=16

Zadanie 4.
Wyznacz wspoétrzedne srodka i dtugos¢ promienia
okregu o rownaniu X+ y2 —-2x+4y =4,

Zadanie 1.
Napisz réwnanie okregu opisanego na trojkacie
ABC, jedli A(1, 5), B(8, -2), C(9, 1).
Zadanie 2.
Prosta k: y = x +1 przecina parabole o réwnaniu
y=—x"+2x + 3w punktach A i B.
a) Oblicz wspdtrzedne punktéw A i B.
b) Napisz réwnanie okregu o promieniu
r= \/g, ktorego srednicg jest odcinek AB.

c) Oblicz pole AABS, gdzie S jest sSrodkiem okregu
wyznaczonego w punkcie b).

Zadanie 3.

Dana jest prosta k: 3x — 2y + 4 = 0. Oblicz liczbe g,
dla ktérej punkt A(2, a) lezy w odlegtosci 5 od
prostej k.

Zadanie 4.
Wyznacz wartos$¢ parametru m tak, aby okregi
o1: (x—m)?+ (y + 1)°= 4 oraz

02: (x+ 1)+ (y—1)* =1, byty styczne zewnetrznie.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze réwnanie

X’ +y*—ax+2by—0,75a>+2ab=0
opisuje okrag dla dowolnych liczb

rzeczywistych a oraz b takich, ze a # b.

Podaj wspétrzedne srodka i promien
okregu.
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Zadanie 5.
Oblicz wspotrzedne punktow wspdlnych prostej

1
kiy= EX i okregu o rownaniu X+ y2 —-6x=0.

Zadanie 6.

Nie wykonujac rysunku, okresl:

a) wzajemne potozenie okregdw o rownaniach:
X +y —4x+2y+4=0o0razx’+y’—8y=0.

b) wzajemne potozenie prostej k: y = 2x— 3
wzgledem okregu o réwnaniu x* + y* = 4.
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4. Wielomiany

Tematyka zajec:

e Wielomian jednej zmiennej rzeczywistej

e Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomiandow

e RoOwnos¢ wielomianow
e Podzielnos¢ wielomiandow

e Dzielenie wielomiandw. Dzielenie wielomiandéw z reszta
e Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bezouta

e Pierwiastek wielokrotny
e Rozkfadanie wielomianéw na czynniki
e Roéwnania wielomianowe

e Zadania prowadzace do rownan wielomianowych

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojecie jednomianu jednej zmiennej
i potrafi okresli¢ stopien tego jednomianu;

— potrafi wskaza¢ jednomiany podobne;

— potrafi rozpozna¢ wielomian jednej zmiennej
rzeczywistej;

— potrafi uporzadkowac wielomian (malejgco lub
rosngco);

— potrafi okresli¢ stopien wielomianu jednej
zmiennej;

Uczen:

— potrafi sprawnie dzieli¢ wielomian przez
wielomian;

— potrafi korzystac z twierdzenia Bezouta przy
rozktadaniu wielomiandéw na czynniki;

— potrafi rozktada¢ wielomian na czynniki
korzystajgc ze wzordw skréconego mnozenia:
o’ +b>=(a+b)a*—ab+b?),
a’—b’=(a—-b)(a*+ab+b);

— potrafi rozwigzywac réwnania dwukwadratowe;

Uczen:

— potrafi udowodnic twierdzenie
Bezouta;

— potrafi rozwigzywad zadania
dotyczace wielomianéw
wymagajace niekonwencjonalnych
metod lub pomystéw, a takze
zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci z zastosowaniem poznanej
wiedzy.
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— potrafi obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla danej
wartosci zmiennej;

— potrafi rozpozna¢ wielomiany réwne;

— potrafi rozwigzywadé proste zadania, w ktdrych
wykorzystuje sie twierdzenie o réwnosci
wielomianoéw;

— potrafi wykonaé dodawanie, odejmowanie,
mnozenie wielomiandéw;

— potrafi wykonac dzielenie wielomianu przez
dwumian;

— potrafi sprawdzié czy podana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu;

— potrafi okresli¢ krotnos¢ pierwiastka
wielomianu danego w postaci iloczynowej;

—zna twierdzenie Bezouta i potrafi je stosowac
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu
przez dwumian, nie wykonujac dzielenia;

— potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki poprzez
wyfaczanie wspdlnego czynnika poza nawias,
zastosowanie wzorow skréconego mnozenia:

(a—b)’=a* —2ab +b’,
(a+b)*=d*+2ab+b?,

(a—b)(a+b) =a* - b’

oraz zastosowanie metody grupowania
wyrazéw;

— potrafi rozwigzywaé rownania wielomianowe,
ktore wymagajg umiejetnosci rozktadania
wielomiandéw na czynniki wymienionych
w poprzednim punkcie;

—zna i potrafi zastosowac twierdzenie
o pierwiastkach catkowitych wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych;

—zna twierdzenie o reszcie i potrafi je stosowad
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktdry jest reszta
z dzielenia wielomianu o danych wtasnosciach
przez wielomian stopnia drugiego;

— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe
prowadzgce do réwnan wielomianowych.
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— potrafi rozwigzywacd proste zadania dotyczgce
wtasnosci wielomiandw, w ktérych wystepuja
parametry.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Dane s3 wielomiany: W(x) = 2x> — 3x + 1 oraz
P(x) = 4x* — x + 5.
Wykonaj dziatania:
a) Wi(x)—2P(x);
b) W(x) + [P(x)]>.

Zadanie 2.
a) Roztdz wielomian
W(x) =-2x3+8x—x*+4
na czynniki liniowe.
b) Wymien pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie 3.

Dany jest wielomian W(x) = 3x® — 2x* + kx.

a) Woyznacz k tak, aby pierwiastkiem tego
wielomianu byta liczba 1.

b) Dla wyznaczonej wartosci k wyznacz pozostate
miejsca zerowe tego wielomianu.

Zadanie 4.

Dane sg wielomiany W(x) = (ax* + bx + 3)(x + 1)
oraz H(x) =3x>+ 7x* + 7x + 3.

Wyznacz a oraz b tak, aby wielomiany W(x) oraz
H(x) byty rowne.

Zadanie 1.

Wielomian W(x) przy dzieleniu przez (x + 3) daje
reszte 6, a przy dzieleniu przez (x — 2) daje reszte
1. Wyznacz reszte z dzielenia tego wielomianu
przez wielomian P(x) = x> + x — 6.

Zadanie 2.

lloczyn trzech kolejnych liczb nieparzystych jest o
65 wiekszy od réznicy kwadratow liczby
najwiekszej i najmniejszej. Znajdz te liczby.

Zadanie 3.

Dla jakich m reszta z dzielenia wielomianu

W(x) = m*x® — 8x> + 5m przez dwumian (x + 1) jest
mniejsza od 27?

Zadanie 4.

a) Rozwiaz réwnanie 2x*—x*—1=0.
b) Roztdz na czynniki, mozliwie najnizszego
stopnia, wielomian W(x) = (x* + 8) (3x° - 81).

Zadanie 1.

Roztéz na czynniki wyrazenie
(ab + ac + bc)(a + b + c) —abc.

Zadanie 2.

Roztéz na czynniki, mozliwie
najnizszego stopnia, wielomian
W(x) = 9x* + 9.
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5. Funkcje wymierne

Tematyka zaje¢:

e Okreslenie funkcji wymiernej

e Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamkéw algebraicznych
e Dodawanie i odejmowanie utamkoéw algebraicznych
e Mnozenie i dzielenie utamkdéw algebraicznych

e Proste rownania wymierne
e Proste nieréwnosci wymierne

e Zadania tekstowe prowadzgce do réwnan wymiernych

e Proporcjonalnos¢ odwrotna
e Funkcja homograficzna

e Zastosowanie wiadomosci o funkcji homograficznej w zadaniach

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi na podstawie wzoru odrézni¢ funkcje
wymierng od innej funkcji;

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji wymiernej
(wyrazenia wymiernego);

— potrafi napisa¢ wzér funkcji wymierne;j
o zadanej dziedzinie;

— potrafi wykonywac¢ dziatania na utamkach
algebraicznych, takie jak: skracanie utamkoéw,
rozszerzanie utamkow, dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie utamkoéw
algebraicznych;

Uczen:
—zna definicje funkcji homograficznej

flx) = ox +b ,gdziec#0iad—-cb+0;
cx+d
— potrafi odréznié funkcje homograficzng od innej
funkcji wymiernej;

— potrafi przeksztatci¢ wzér funkcji fix) = ox +b ,
X+c

gdzie x # —c tak, by znany byt wzér

. , . . a
proporcjonalnosci odwrotnej y = —
X

i wspotrzedne wektora przesuniecia

Uczen:

—potrafi rozwigzywac zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci,
dotyczace funkcji wymiernych.
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— potrafi narysowac wykres proporcjonalnosci
odwrotnej f(x) = g, a € R-{0},x e R—{0};
X

— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji f(x) = a ,
X

a e R-{0}, x e R—{0};

— potrafi przesung¢ wykres proporcjonalnosci
odwrotnej o dany wektor i opisa¢ wtasnosci
otrzymanej funkcji;

— potrafi rozwigzywac proste rownania
i nierdwnosci wymierne zwigzane
z proporcjonalnoscig odwrotng;

— potrafi rozwigzywac proste zadania tekstowe
z zastosowaniem wiadomosci
o proporcjonalnosci odwrotne;.

rownolegtego;
ax+b

— potrafi narysowac¢ wykres funkcji f(x) = ,
X+c
gdzie x #—c;
— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji homograficzne;j
+b
fix) = ax , gdzie x #—c, na podstawie jej
X+c
wykresu;

— potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
homograficznej oraz wspétrzedne punktu,
w ktérym wykres przecina o$ OY;

— potrafi wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci
funkcji homograficzne;j;

— potrafi rozwigzywaé rdwnania i nieréwnosci
zwigzane z funkcjg homograficzng;

— potrafi przeksztatci¢ wykres funkcji
homograficznej w symetrii wzgledem osi OX,
symetrii wzgledem osi OY, symetrii wzgledem
punktu (0, 0), w przesunieciu rownolegtym
o dany wektor oraz napisa¢ wzér funkgcji, ktorej
wykres otrzymano w wyniku tego
przeksztafcenia;

— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe
prowadzace do rownan wymiernych.

Przyktadowe zadania
Zadanie 1. Zadanie 1. Zadanie 1.
a) Wyznacz te wartosci x, dla ktérych podane Wykres funkcji homograficznej o wzorze Z réwnania
utamki algebraiczne majg sens liczbowy: 2x -3 . . 1 1
f(x) = otrzymamy w wyniku przesuniecia | ——-———=
X+2 y-1 x+1
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X+2  x*+1 X

x-3" x2+2x+1" x*-4x?+2x-8
b) Podaj przyktad funkcji wymiernej, ktorej

dziedzing jest zbior R —{2, 3, 7}.

Zadanie 2.
a) Skroc¢ utamki algebraiczne:
2x* —4x° a7 (2x-1)(x +4)
8x? 4x? -1
konieczne zatozenia.
b) Wykonaj dodawanie oraz odejmowanie
utamkoéw algebraicznych:
X  2X+3 ; X-5 3
X—2 X+4 2x+3 4x*-9’
podaj konieczne zatozenia.

; podaj

c) Wykonaj mnozenie oraz dzielenie wyrazen

. x> -4 2x-1
wymiernych: 5 . oraz
2X°—X 5x+10
X2 +4Ax+4 x+2 o
5 : ; podaj konieczne
X —=16 2X -8
zatozenia.
Zadanie 3.

2
Dana jest funkcja o wzorze f(x) = —, gdzie
X

x € R—{0}.
a) Narysuj wykres funkcji f i na jego podstawie
omoéw wiasnosci funkcji.

rownolegtego wykresu proporcjonalnosci

. a .
odwrotnej y = — o pewien wektor.
X

a) Wyznacz wzér proporcjonalnosci odwrotnej
oraz wspoéfrzedne wektora przesuniecia.

b) Oblicz miejsce zerowe funkcji f oraz
wspotrzedne punktu, w ktorym wykres
funkcji przecina o$ OY.

c) Naszkicuj wykres funkcji f.

d) Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji f.

Zadanie 2.

Funkcja f(x) = X
X+b

przyjmuje wartosci ujemne

wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—x,; =5) U (2; +x).
Wyznacz wartos$¢ wspodtczynnika b. Nastepnie
3X+8

rozwigz nieréwnos¢ f(x) > .
X+95

Zadanie 3.

Dwie sekretarki wykonaty pewng prace w ciggu
12 godzin. Gdyby pierwsza wykonata sama
potowe pracy, a nastepnie druga reszte, to
zuzytaby na to 25 godzin. W ciggu ilu godzin kazda
z sekretarek, pracujac oddzielnie, moze wykonac
te prace?

Zadanie 4.
Rozwigz rownanie i nieréwnos¢:
X+2 X 10
+

X+3 X—2 X’ +X—-6

wyznacz y jako funkcje zmiennej x.
Nastepnie naszkicuj wykres tej funkcji
i omow jej wtasnosci.
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e . 2
b) Rozwiaz nieréwnos¢ — < 3.
X

Zadanie 4.
. . 2X-3 Xx-5
Rozwigz réwnanie =
X+5 Xx+2

Zadanie 5.

Promien duzego kota bicyklu ma dtugos¢ 54 cm,

a promien matego kétka — 20 cm. Oblicz, ile
obrotéw wykonato mate kétko, jesli w tym samym
czasie duze koto obrdcito sie 50 razy. Jaka
odlegtos¢ pokonat wtedy bicykl?

b)

X
<

1

X2 +6X+9

X+3
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6. Ciagi

Tematyka zajec:

e Okreslenie ciggu. Sposoby opisywania ciggow

e Monotoniczno$¢ ciggow
e (Cigg arytmetyczny

e Suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

o (Cigg geometryczny

e Suma poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego

e Lokaty pieniezne i kredyty bankowe

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicje ciggu (ciggu liczbowego);

— potrafi wyznaczy¢ dowolny wyraz ciggu
liczbowego okreslonego wzorem ogdélnym;

— potrafi wypisac kilka kolejnych wyrazéw ciggu
danego wzorem rekurencyjnym;

— potrafi narysowac wykres ciggu liczbowego
okreslonego wzorem ogdlnym;

— potrafi poda¢ wtasnosci ciggu liczcbowego na
podstawie jego wykresu;

—zna definicje ciggu arytmetycznego;

—zna i potrafi stosowaé w rozwigzywaniu zadan
wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego;

—zna i potrafi stosowac w rozwigzywaniu zadan

Uczen:

— potrafi sprawdzié, ktére wyrazy ciggu naleza do
danego przedziatu;

— potrafi zbadac¢ na podstawie definicji
monotoniczno$é ciggu okreslonego wzorem
ogblnym;

— potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany
ciag okreslony wzorem ogdélnym jest
arytmetyczny;

— potrafi zbadac na podstawie definicji czy dany
cigg okreslony wzorem ogdélnym jest
geometryczny;

— potrafi wykorzystaé srednig arytmetyczng do
obliczenia wyrazu srodkowego ciggu

Uczen:

—uczen potrafi rozwigzywac zadania
na dowodzenie dotyczace ciggdéw
i ich wtasnosci;

— potrafi udowodni¢ wzér na sume n
kolejnych poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego;

— potrafi udowodni¢ wzér na sume n
kolejnych poczatkowych wyrazow
ciggu geometrycznego.




wz0Or na sume n kolejnych poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego;

—zna definicje ciggu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowac w rozwigzywaniu zadan
wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowaé w rozwigzywaniu zadan
wzor na sume n kolejnych poczatkowych
wyrazow ciggu geometrycznego;

— potrafi wyznaczy¢ pierwszy wyraz i rdznice ciggu
arytmetycznego na podstawie informacji
o innych wyrazach ciagu;

— potrafi znalez¢ wzdr na wyraz ogdlny ciggu
arytmetycznego;

— potrafi wyznaczy¢ pierwszy wyraz i iloraz ciggu
geometrycznego na podstawie informacji
o wartosciach innych wyrazéw ciagu;

— potrafi znalez¢ wzdér na wyraz ogdlny ciggu
geometrycznego;

— potrafi rozwigzywac zadania z zycia codziennego
dotyczace ciggu arytmetycznego
i geometrycznego;

— potrafi stosowac procent prosty i sktadany
w zadaniach dotyczgcych oprocentowania lokat
i kredytow.

arytmetycznego;

— potrafi wykorzystaé srednig geometryczng do
obliczenia wyrazu srodkowego ciggu
geometrycznego;

— potrafi rozwigzywad rézne zadania dotyczace
ciggu arytmetycznego lub ciggu
geometrycznego, ktére wymagajg rozwigzania
uktadow réwnan o podwyzszonym stopniu
trudnosci;

— potrafi rozwigzywaé zadania mieszane dotyczace
ciggu arytmetycznego i geometrycznego.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
o o 2
Dany jest cigg o wyrazie ogdélnyma,=4 - —.
n

a) Wypisz szes¢ poczatkowych wyrazéw ciggu.

Zadanie 1.

Dla jakich x liczby 2x> + 9x, x> + x, =3x — 4 53 trzema
poczgtkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego
(an)? Dla znalezionej wartosci x napisz wzoér ogdlny

Zadanie 1.
Udowodhnij, ze trzy liczby a, b, ¢

tworzgce cigg geometryczny spetniajg

warunek:
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b) Narysuj wykres tego ciggu.

c) Czy ciag jest ciggiem rosngcym? Odpowiedz
uzasadnij.

d) Zbadaj, czy istnieje taki wyraz ciggu, ktory jest

réwny 5
4

Zadanie 2.

Maszynistka miata do przepisania ksigzke, liczgca
586 stron. Przez pierwsze 3 dni przepisywata po
14 stron dziennie. Aby jednak przyspieszy¢
przepisywanie catosci, postanowita, ze czwartego
dnia przepisze o 2 strony wiecej niz trzeciego

i kazdego nastepnego dnia przepisze o 2 strony
wiecej niz poprzedniego. W ciggu ilu dni
przepisata catg ksigzke?

Zadanie 3.
Pitka odbijajac sie od ziemi, osiggneta za kazdym

‘s 2 -
razem wysokos$¢ wynoszgca 3 poprzedniej. Jak

wysoko wzniosta sie pitka po pierwszym
uderzeniu, jesli po szostym odbita sie na wysokos¢
32cm?

Zadanie 4.

Pan X umoéwit sie z panem Y, ze bedzie mu
wypfacat codziennie przez trzy tygodnie pienigdze,
przy czym pierwszego dnia 10 zt, drugiego 20 zt,
trzeciego 30 zt, czwartego 40 zt itd. W zamian pan

ciagu (ap) i zbadaj na podstawie definicji jego
monotonicznos¢.

Zadanie 2.

Za trzy ksigzki, ktérych ceny tworzg ciag
geometryczny, zaptacono 61 zt. Za pierwszg i
drugg razem zaptacono o 11 zt wiecej niz za
trzecia. lle zaptacono za trzecig ksigzke?

Zadanie 3.

Trzy liczby, ktérych suma wynosi 15, tworzg cigg
arytmetyczny. Jezeli do pierwszej z nich dodamy 2,
do drugiej 3, a do trzeciej 8, to otrzymane liczby
utworzg cigg geometryczny. Znajdz te liczby.
Zadanie 4.

Rozwigz réwnanie:

(x+21)+(x+4)+(x+7)+ ..+ (x+28)=155.

(a+b+c)a-b+c)=a”+b*+c%

Zadanie 2.

Wykaz, ze jesli S, S,n, S3n 0znaczajg
odpowiednio sume n, 2n, 3n
poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego (a,), to

San = 3(SZn - Sn)
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Y wyptaci mu pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2

grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd.

Ktéry z pandw zyska na tej umowie i ile?

Zadanie 5.

Pan Kowalczyk ztozyt do banku 2500 zt na cztery
lata na procent sktadany. Jaka kwote bedzie miat
na koncie po tym okresie, jesli oprocentowanie
w banku wynosi 10% w skali roku, a odsetki
kapitalizuje sie co 6 miesiecy?
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