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Szanowni Panstwo,

oto informator o naszych pozycjach wydawniczych z matematyki, ktére
sg przeznaczone dla uczniéw liceéw i technikéw, przygotowujacych sie do
matury w 2024 roku, wedtug zasad obowigzujgcych od roku szkolnego
2022/2023.

Wybrane fragmenty ksigzek ilustrujg zakres i sposéb opracowania tresci
nauczania, ujetych w podstawie programowej obowigzujgcej w szkotach
ponadpodstawowych od wrzesnia 2019 roku. W poszczegdlnych pozycjach
prezentujemy: oktadke, spis tresci, wstep do ksiagzki, przyktadowy fragment

opracowania tresci i odpowiedni fragment odpowiedzi.

Na koncu informatora przedstawiamy Kkilka pozycji przeznaczonych dla
ucznidéw, nauczycieli i dla tych, ktérzy szczegoélnie interesujg sie matematyka
oraz wspoétczesnymi narzedziami informatycznymi, przydatnymi w jej

nauczaniu i zastosowaniu.

Goraco zachecamy do Korzystania z naszej oferty. JesteSmy przekonani, ze
pozycje te pomoga uczniom skutecznie przygotowac sie do matury i osiggna¢

sukces podczas egzaminu.

Wydawca

v OFICYNA
(E EDUKACYJNA

KRZYSZTOF PAZDRO

ul. Ko$cianska 4, 01-695 Warszawa
tel. 22 560 81 00

e-mail: pazdro@pazdro.com.pl
www.pazdro.com.pl
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Wstep

0d roku 2010 matematyka na poziomie podstawowym jest zdawana na maturze
jako przedmiot obowigzkowy. Od tej pory uptyneto juz 13 lat. Jest to wystarcza-
jacy czas, by na podstawie przegladu arkuszy maturalnych zorientowac sie, jakie-
go typu zadan i o jakiej skali trudno$ci moze spodziewac sie na egzaminie przyszty
maturzysta.

W tym zbiorze zebratem zadania z lat 2010-2023, ktére wystepowaly w ar-
kuszach maturalnych CKE na poziomie podstawowym. Zadania zostaty jednak po-
dzielone i uporzadkowane wedtug rozdziatéw wystepujacych w typowym progra-
mie nauczania matematyki w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazow-
ka, z arkusza ktdérej matury dane zadanie pochodzi
(miesiac, rok, nr zadania i liczba punktéw). Do wszystkich zadan podatem szkice
rozwiazan, réwniez do zadan zamknietych.

Ten zbidr zadan moze by¢ Swietnym materiatem do samodzielnego przygoto-
wania sie do egzaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu
cyklu powtdrzen przygotowujacych uczniéw do matury.

Lata 2020-2021 przejda do historii m.in. z powodu COVID-19 i zdalnego na-
uczania. Sesja maturalna 2020 tez byta wyjatkowa, poniewaz odbyta sie z miesiecz-
nym przesunieciem. Egzaminy maturalne w latach 2021-2022 zostaty przeprowa-
dzone na podstawie nieco zmodyfikowanych podstaw programowych. Sesja matu-
ralna 2023 to arkusze w nowej formule, zbudowane dla pierwszych absolwentéw
8-klasowej szkoty podstawowe;.

Do zbioru zadan wigczono zadania pochodzace z arkuszy maturalnych w ter-
minach dodatkowych (lipiec 2020 i czerwiec 2021 i 2022), z arkuszy matury po-
prawkowej (wrzesien 2020 i 2021) oraz z arkuszy diagnostycznych i pokazowych
(2014, 202112022).

Matura 2023 to catkiem nowe, niespotykane dotad, typy zadan maturalnych.
Wyniki maturalne okazaty sie do$¢ wysokie, co nie oznacza, ze w 2024 roku bedzie
podobnie. Chcac wyj$¢ naprzeciw tej sytuacji, do kazdej cze$ci tematycznej dotaczy-
tem po 5 zadan nowego typu, a do geometrii ptaskiej az 15 - wszystkie mojego au-
torstwa.

Zadania z sesji maturalnej 2023 w terminie podstawowym i dodatkowym zo-
staty zapisane na szarym tle.

Aby dodatkowo przyblizy¢ przysztym zdajacym nowa typologie zadan, zataczy-
tem Aneks, w ktérym mozna zapoznac sie z nowymi typami zadan na bazie arkusza
matury dodatkowej 2022. Swego rodzaju ,ttumaczenie” wykonat redaktor Tomasz
Szwed.

Mam nadzieje, Ze ten bardzo bogaty materiat pozwoli uczniom skutecznie przy-
gotowac sie do egzaminu. Niech przyszli zdajacy nie boja sie nowej, na pewno in-
nej matury z matematyki. Starajcie sie zrozumie¢ tre$ci matematyczne. I po prostu
¢wiczcie.

Ryszard Pagacz
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Zbior zadan maturalnych CKE. Poziom podstawowy. Fragment zadan

10 Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2010-2023 Poziom podstawowy

Zadanie 1.40. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 6. (2 pkt)]

2
Dana jest liczba x = a — (\/g -2 ) , gdzie a nalezy do zbioru R liczb rzeczywistych.

W rozwiazaniu zadania uwzglednij fakt, ze liczby V3 oraz \2 -3 sa niewymierne.

Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie zdania
bylo prawdziwe.
Liczba x jest wymierna dla

Aa=s B.a=—3+v2  Ca=(V3-V2) +03
D.a=6 €. a=-26+12,5 ﬁazQﬁ—Jﬂz—aﬁ

Zadanie 1.41. [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 1. (1 pkt)]

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Warto$¢ wyrazenia 6'% + 6190 + 6190 4 6100 1 6100 4 6100 jest rowna

A. 60 B. 6'% C. 36! D. 36900

Zadanie 1.42. [test diagnostyczny CKE, wrzesiefn 2022, zadanie 1. (1 pkt)]
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

. -2 . i
Warto$¢ wyrazenia (1 +3- 2’1) jest rOwna

A2 B. - c p. ¥
4 25 49 9
Zadanie 1.43. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 1. (1 pkt)]

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.
)3
Liczba [5 . SZJ jest rowna
A. 5 B. V25 c. V5 D. 5

Zadanie 1.44. [matura, maj 2023, zadanie 2. (1 pkt)]
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Liczba 3 —% A jest rowna
3 3 2 2
A | —— 0 = — o ||==
) =3 ¥ e, (-3)

Zadanie 1.45. [matura, czerwiec 2023, zadanie 2. (1 pkt)]
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x iloczyn x 3x - §x jest rowny

A x B. Yx C. ¥x D. x2




1. Liczby. Potegi - zadania

Zadanie 1.46. [matura, czerwiec 2023, zadanie 6. (I pkt)]
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Liczba (1+/5 )2 ~(1-+5 )2 jest rowna

A.0 B. (~10) C. 45 D.2+2V5
Zadania dodatkowe

Zadanie D1.1. (1 pkt)

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli
jest fatszywe.

1. | Liczba 3% + 333 + 33 jest rowna 9'7. P | F
2. | Odwrotnoscig liczby 2 ++/5 jest liczba 2 —+/5. P | F
Zadanie D1.2. (1 pkt)

Wybierz zdanie prawdziwe A, B albo C oraz zdanie 1., 2. albo 3. uzasadniajace takie stwier-
dzenie.

1 1
Liczba + 1 1
A. 1442 1-42 1 | —————— =1+J2-1-2=2.
+V2 1-42 R

jest dodatnia.

1
L1czba 1 1
B. - 1++/2 2. | Liczby ———,——— sa dodatnie.
o T TR A
jest 11czbq wymierna.
1
1 Liczba —— jest ujemna oraz
L1czba — _
C. - \/7 1++2 3. ! | V2
jest uyjemna. liczba jest dodatnia.
1+2 !

Zadanie D1.3. (2 pkt)
Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie zdania
bylo prawdziwe.

Liczba \/8\/§ nie jest rdwna liczbie a dla
3 03
A a=24\2 B. a = 4y\2 C.a=22.24

9
D. a = 44 - 48 €. q =48 F.a=24 G. a=24

N

ZADANIA




Zbiér zadan maturalnych CKE. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

1. Liczby. Potegi - szkice rozwigzah

Zad. Rozwiazanie Odp.
1 1
1 \4 5\4
133 |49 \/_:[32.32j _[32] =38 A
1 1
113 3\3
134 (\/Z %)3_[[)2.[)4] —(b‘*] = b4 = p025 B
135 | (-, 5)m<—l, +oo):<— ), liczby catkowite: -1, 0, 1, 2, 3, 4 A
2 2
5013 3\3
1.36 [74.74j :(72} =7 B
137 2021:(1—Lj—(1 2022] 1 2021-2022— - -2021:2023 D
2022 2021) 2021 2021 2021 1
1.38 x+y:1+l: " 2 :1+2(\/§_1):1+\/§ l‘l'\/g
X X 1+\/§ 4 2 2
a-b \/_—\/_ a-b a->b
139 : —a-b=(5-2)(5+2)=1 | 1
Toedi asb “Vaads Va5 )
2
x:a—(ﬁ—ﬁ) —a-5+246c0 o a+2J6 €0 c
2
140 c.a+2JE=(J§—J§) +0,3+2v6 =5-2J6+0,3+2J6 =53¢0
E
E.a+2y6 =276 +12,5+2J6 =12,5¢ 0
141 6100+6100+6100+6100+6100+6100:6'610026101 B
) -2
142 (1+3-21)2=(1+§j :(éj _4 B
2 2 25
1 1
1\3 33 1
143 (5.52} :(52J =52 =./5 C
144 ’ f -= A
11,1
145 \/_\f\/;—xZ x3 x6—x236—x =X A
146 (1+J§)2—(1—J§)2=(1+J§—1+J§)(1+£+1—J§):4J§ C
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Wstep

W zbiorze zebratem zadania z lat 2002-2023, ktore wystepowaty w arkuszach ma-
turalnych CKE na poziomie rozszerzonym. Sa tu zadania pochodzace z egzaminéw
maturalnych w terminach gtéwnych i dodatkowych, z egzaminéw prébnych przy-
gotowanych przez CKE, z diagnozy przedmaturalnej z lat 2020-2022, z informatora
0 egzaminie maturalnym z matematyki z roku 2021, z arkusza pokazowego z roku
2022 oraz z arkuszy z sesji 2023. Zadania zostaty jednak podzielone i uporzadko-
wane wedtug rozdziatéw wystepujacych w typowym programie nauczania mate-
matyki w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazéwka, z arkusza ktorej
matury dane zadanie pochodzi (miesiac, rok, nr zadania i liczba punktéw).

Do wszystkich zadan podatem szkice rozwigzan.

Zadania z sesji maturalnej 2023 w terminie podstawowym i dodatkowym zo-
staty zapisane na szarym tle.

Ten zbiér zadan moze by¢ dobrym materiatem do samodzielnego przygotowa-
nia sie do egzaminu. Moze réwniez by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu
cyklu powtdrzen przygotowujacych uczniéw do matury.

Mam nadzieje, ze ten bogaty materiat pozwoli uczniom skutecznie przygoto-
wac sie do egzaminu.

Ryszard Pagacz
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18 Matematyka. Zbiér zadari maturalnych. Lata 2002-2023 Poziom rozszerzony

Zadanie 3.20. [matura, maj 2023, zadanie 1. (2 pkt)]

W chwili poczatkowej (t = 0) masa substancji jest rowna 4 gramom. Wskutek rozpadu cza-
steczek tej substancji jej masa si¢ zmniejsza. Po kazdej kolejnej dobie ubywa 19% masy, jaka
byta na koniec doby poprzedniej. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 0 funkcja m(t) okresla
mase substancji w gramach po ¢ petnych dobach (czas liczymy od chwili poczatkowe;).
Wyznacz wzor funkeji m(t) . Oblicz, po ilu petnych dobach masa tej substancji bedzie po raz

pierwszy mniejsza od 1,5 grama. Zapisz obliczenia.

4. Trygonometria

Zadanie 4.1. [probna matura CKE, styczen 2004, zadanie 15. (4 pkt)]
Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji f okre§lonej wzorem:
f(x) =sin2x + cos(g - 2x].

Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.2. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2005, zadanie 16. (7 pkt)]

Dane jest rownanie postaci (cosx—1)-(cosx+ p+1)=0, gdzie pe R jest parametrem.

a) Dla p =-1 wypisz wszystkie rozwigzania tego rownania nalezace do przedziatu (0, 5).
b) Wyznacz wszystkie warto$ci parametru p, dla ktorych dane réwnanie ma w przedziale
(-m, m) trzy rézne rozwiazania.

Zadanie 4.3. [matura, styczen 2006, zadanie 15. (4 pkt)]

L . T
Rozwigz rownanie: + ctgx + COS(E + xj =0.

sin x

Zadanie 4.4. [matura, maj 2008, zadanie 4. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie 4cos’ x =4sinx+1 w przedziale <0,2n>.

Zadanie 4.5. [matura probna CKE, styczen 2009, zadanie 10. (4 pkt)]

Sinusy katow ostrych trojkata prostokatnego oraz liczba 1 tworzg ciag geometryczny. Oblicz
sinus najmniejszego kata tego trojkata.

Zadanie 4.6. [matura, maj 2010, zadanie 2. (4 pkt)]
Wyznacz wszystkie rozwigzania rOwnania 2cos’x — 5sin x — 4 = 0 nalezgce do przedziatu (0, 27).

Zadanie 4.7. [matura, sierpien 2010, zadanie 1. (4 pkt)]

Wyznacz wszystkie rozwigzania rownania 2sin’x — 7cos x — 5 = 0 nalezace do przedziatu (0, 2r).
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Zadanie 4.8. [matura, maj 2011, zadanie 4. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie 2sin?x — 2sin’x - cos x = 1 — cos x w przedziale (0, 27).

Zadanie 4.9. [matura, czerwiec 2011, zadanie 4. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie 6sin’x + 7cos x — 1 = 0 dla x € (0, 27).

Zadanie 4.10. [matura, maj 2012, zadanie 3. (4 pkt)]

Rozwiaz rownanie cos 2x + 2 = 3cos x.

Zadanie 4.11. [matura, czerwiec 2012, zadanie 3. (5 pkt)]

Kat « jest taki, ze cosa + sina = 3 Oblicz warto$¢ wyrazenia |cos a—sinal.

Zadanie 4.12. [matura, maj 2013, zadanie 4. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie cos 2x + cos x + 1 =0 dla x e (0, 2m).

ZADANIA

Zadanie 4.13. [matura, czerwiec 2013, zadanie 3. (4 pkt)]
Rozwiaz rownanie 2tg x - cos x + 1 = 2cos x + tg x w przedziale (0, 27).

Zadanie 4.14. [matura, czerwiec 2013, zadanie 8. (3 pkt)]

1+ cos?2a

Wykaz, ze dla dowolnego kata a prawdziwa jest tozsamo$¢ sin* a + cos* a = 5

Zadanie 4.15. [matura, maj 2014, zadanie 3. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie V3 cosx =1+sinx w przedziale x € (0, 27).

Zadanie 4.16. [matura, czerwiec 2014, zadanie 4. (4pkt)]

Rozwiaz nierowno$¢ —2sin 3x > 1 w przedziale (0, 2m).

Zadanie 4.17. [probna matura, grudzien 2014, zadanie 11. (3 pkt)]

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, spetniajace rownanie sin5x —sinx = 0.

Zadanie 4.18. [matura, maj 2015, zadanie 5. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie sin’2x — 4sin’x + 1 = 0 w przedziale (0, 2m).

Zadanie 4.19. [matura, czerwiec 2015, zadanie 10. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie (4sin’x — 1) - sin x = cos’x — 3sin’x, dla x € (-, 0).

Zadanie 4.20. [matura, czerwiec 2015, zadanie 3. (4 pkt)]

Rozwigz rownanie sin 2x + Bsinx=0w przedziale (0, 27).
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2x2 —x+15
(x—2)(x+2)/

(—2x + 5)(x +3)(x - 2)(x +2)>0

Odp. x €[-3,-2)u (2, %]

Zadanie 3.20.
81 Y
t)=4-| —
m(1) (100)
Funkcja m(r) jest funkcja malejaca.
4-(0,81)' >1,7>1,5

4-(0,81) <1.4<1,5
Odp. Po pigciu dobach.

4. Trygonometria

Zadanie 4.1.
f(x)=5in2x+008(§—2XJ=cos(g—2xj+cos(%—2sz %
g
E—2)C"1‘E—2_x E_ZX—E-FZ)C 2‘
2cos cos| 2 6 _ <
2 2 ;
N
@]
o

b e b
2cos—cos| — —2x =\/§cos ——2x
6 [3 j (3 ]

Zbiorem wartosci funkcji y = cos(g - 2x) jest przedziat (1, 1), zatem najmniejsza wartoscia

funkecji fjest —/3 , natomiast najwigksza NCR

Odp. Najmniejsza wartos¢ —/3 , najwicksza wartos$¢ V3.

Zadanie 4.2.
Rownanie (cosx —1)-(cosx + p +1) = 0 jest townowazne alternatywie rownan cosx =1 lub

cosx =—p—1.
Rozwigzaniem pierwszego réwnania sg liczby 2k, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.
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O egzaminie maturalnym z matematyki od 2023 roku na pewno mozna powiedzie¢
dwie rzeczy: bedzie inny i bedzie trudniejszy. Jego inno$¢ wynika z faktu, Ze pojawia sie
nowe typy zadan maturalnych. Do tej pory na poziomie podstawowym mieliSmy trzy
typy zadan, od 2023 roku ma ich by¢ co najmniej trzynascie. Trudnos¢ arkusza matural-
nego moze wynika¢ z faktu réznorodnosci typéw zadan oraz ich pojawiania sie w arku-
szu. Od 2010 roku zadania byly pouktadane typami, od 2023 beda pouktadane zgodnie
z kolejnoscig wystepowania tresci i wymagan w podstawie programowe;j. Jest to nowa
sytuacja, do nalezy sie dobrze przygotowaé. W przygotowaniu do matury z matematyki
przede wszystkim nalezy zrozumie¢ tresci matematyczne i dobrze wyc¢wiczy¢ podstawo-
we umiejetnosci.

Nasza propozycja to zestaw szeSciu przyktadowych arkuszy typu maturalnego
na poziomie podstawowym. Kazdy arkusz jest inny, kazdy nastepny jest trudniejszy od
poprzedniego. Poniewaz nie ma wielu wzorcow prawdziwej matury 2023, dlatego nasze
arkusze sa tak naprawde nasza wizja tej matury. Tak to sobie wyobrazamy. Mamy za soba
lekture dokumentéw CKE, ORE oraz wiele rozméw z nauczycielami zaangazowanymi
w doradztwo metodyczne. StaraliSmy sie uwaznie stuchac i czyta¢. Nasz zestaw arku-
szy zawiera ponad 180 zadan réznego typu i tresci. Nie baliSmy sie uruchomi¢ naszej
wyobrazni. ZrobiliSmy to jednak majac na uwadze komfort i bezpieczne przygotowanie
uczniéw do egzaminu maturalnego z matematyki od 2023 roku. Mamy nadzieje, ze orygi-
nalny arkusz opracowany przez Centralng Komisje Egzaminacyjng bedzie mniej skompli-
kowany i duzo tatwiejszy niz nasze propozycje. Mamy nadzieje, ale jednoczesnie chcemy
sie przygotowac na mniej optymistyczny scenariusz. Dlatego zachecamy naszych Czytel-
nikéw, Uczniéw i Nauczycieli, do rzetelnej pracy w oparciu o nasz materiat ¢wiczeniowy.

Kazde zadanie ma zamieszczona w drugiej czesci ksiagzki odpowiedz, do kazdego
zadania otwartego dotaczyliSmy rowniez jego petne rozwigzanie. Mamy nadzieje, Ze po-
moze to Uczniom samodzielnie przygotowujacym sie do egzaminu.

Zespol Autorow



Prébny arkusz maturalny. Poziom podstawowy. Fragment zadan

I 1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym

Zadanie 1. (0-1)
Dokoricz zdanie. Wybierz odpowiedz sposréd podanych.

7 6
Liczba — jest rowna
2
A.6-7? B.7-6% C.7-6? D. 428
Brudnopis

Zadanie 2. (0-1)

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz sposrod
oznaczonych Ci D.

Warto$¢ wyrazenia logs15 + logs5 jest liczba A. mniejszg od 4 B. wiekszg od 4
Warto$¢ wyrazenia 81'°6* jest liczbg naturalng C. dwucyfrowa  D. trzycyfrowg
Brudnopis
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6 1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym

Zadanie 3. (0-1)

Cena litra benzyny po kolejnych dwéch podwyzkach, za kazdym razem o 12% w poréwnaniu do aktu-
alnej ceny, jest rowna 7,53 zt (w zaokrggleniu do petnych groszy).

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Cena benzyny przed obiema podwyzkami byta réwna

A. 6,20 zt B. 5,90 zt C. 6,00 zt D. 6,27 zt

Brudnopis

Zadanie 4. (0-1)

Sposrdd zbioréow A-D wskaz ten, ktory poprawnie opisuje zbior wszystkich liczb rzeczywistych

spetniajacych nieréwnos¢:
|x -5/ >4

A. (1,9 B. (-9, -1) € (-0,1) U (9, +0) D.(-%,-9) U (-1, +x)

Brudnopis
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1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym 7

Zadanie 5. (0-2)
Rozwazmy uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi:
3x-5=y
{y+x=7
Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokornczenie zdania byto
prawdziwe.

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (x, y) spetniajgca zaleznos¢

A.xy =12 B.x+1<y-3 GC3x+5/=30 D.x>—y’=7
Ex’-y=6 Fx+y’=21 Gy-x=1
Brudnopis

Zadanie 6. (0-1)

Dokorcz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x warto$¢ kwadratu wyrazenia (5 — 3x)(5 + 3x) jest réwna
A.25—9x* B. 25 + 9x° C. 625 —81x* D. 625 — 450x* + 81x*

Brudnopis

[E] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Prébny arkusz maturalny. Poziom podstawowy. Fragment odpowiedzi

I Odpowiedzi i szkice rozwigzan

Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie podstawowym

Odpowiedzi do zadan zamknietych

1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 | 12 | 16 | 17

C AD C C | AG D B DE 1C, 2A, 3B, 4D B C D BG

18 | 19 | 20 |21.1)21.2| 23 | 25 | 27 | 28 | 30

C BF | AG | BC | FF | A3 | BF | FF C AE

Odpowiedzi i rozwigzania zadan otwartych

Zadanie 9. Odpowiedz: a) (—2) b) (4, 8)
Zadanie 13. Odpowiedz: x € [—%, 3]

Rozwiqzanie:
x> —5x—7<x>+9x—4
5x2—14x -3 <0

A=16; x, = —%;x2=3

X € (—1, 3]
5

Zadanie 14. Odpowiedz: Prostokat ma wymiary 25 x 25 i jego najwieksze pole jest réwne 625.
Rozwiqzanie:

2x + 2y =100, czyli x + y =50 (y oznacza dtugos¢ drugiego boku prostokata).

P(x) = x(50 — x), gdzie x € (0, 50).

Funkcja pola P(x) = 50x — x* osigga wartos$¢ najwieksza dla x = 25.

Zatem prostokat o najwiekszym polu ma wymiary 25 x 25, a jego pole jest réwne 625.

Zadanie 15.
Rozwiqgzanie:

Nieréwnosé ~ab > 11 przeksztatcimy réwnowaznie:

7+7
a b
2,2
\/E>icﬂ>ﬂ@ab>4"7bzcab(a+b)2>4a2b2©
1.1 a+b (a+b)

+
a b
= clb(a2 +2ab +b2)—4azb2 >0 a’b+2a’b* +ab® —4a’h* >0
< a*b-2a’b* +ab® 0 <:>ab(a2 —Zab+b2) >0 ab(a—b)2 >0
Otrzymana nieréwnosc¢ jest zawsze prawdziwa, wobec tego prawdziwa jest tez nieréwnosé vab > ——

11
7+7
a b

m [&E] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym nie bedzie zbytnio
odbiegat od egzaminu jaki znamy do tej pory. Nie bedzie zadan testowych ani zadan
z kodowana odpowiedzia. Pojawig sie wigzki zadan oraz zadania osadzone w kon-
tekscie realistycznym. Nie bedzie takiej ro6znorodnosci typéw zadan jak na pozio-
mie podstawowym. Zdajacy w czasie 180 minut bedzie miat do rozwigzania nieco
ponad 10 zadan otwartych.

W przygotowaniu do matury z matematyki przede wszystkim nalezy postaraé
sie dobrze zrozumie¢ tre$ci matematyczne i dobrze wyéwiczy¢ podstawowe umie-
jetnosci. To wymaga czasu, zaangazowania, samodzielnej pracy, réwniez pracy
w zespole, i przede wszystkim decyzji: chce i bede sie uczy¢. Od liczby samodzielnie
rozwigzanych zadan i od ich jako$ci zalezy ostateczny wynik maturalny.

Majac to na uwadze przygotowaliSmy zestaw sze$ciu przyktadowych arkuszy
typu maturalnego na poziomie rozszerzonym. ChcieliSmy zapewni¢ réznorodnos¢
w kwestii sformutowan i trudno$ci zadan, dlatego arkusze utozyliSmy w zespole
trzech Autorow, doswiadczonych, ale i réznie postrzegajacych rzeczywistos$¢ szkolng
ucznidw uczacych si¢ matematyki w zakresie rozszerzonym i deklarujacych cheé¢ zda-
wania matury na poziomie rozszerzonym.

Do kazdego zadania dotgczylismy jego pelne rozwigzanie oraz propozycje punktacji.
Mamy nadziej¢, ze pomoze to Uczniom samodzielnie przygotowujacym si¢ do egzaminu.

Zespot Autorow



Prébny arkusz maturalny. Poziom rozszerzony. Fragment zadan

1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1. (0-3)

Dane s3 liczby a = log,45 i b = log,5.
Zapisz log,48 uzywajac liczb a i b.
Zapisz obliczenia.

Zadanie 2. (0-3)

Wyznacz zbiér wszystkich liczb catkowitych spetniajgcych nieréwnosc Hx - 1|— 3|< 2.

[E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



6 1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym

Zadanie 3.
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x> + 4x* — 3x — 12, dla kazdej liczby rzeczywistej.

Zadanie 3.1. (0-2)
Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.
Zapisz obliczenia.

Zadanie 3.2. (0-2)
Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej (—2).
Zapisz obliczenia.

[&E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym 7

 Zadanie 4. (0-4)
Ustawiamy cztery liczby, jedna za druga. Trzy poczatkowe tworzg cigg geometryczny, a trzy koricowe —
cigg arytmetyczny.
Suma liczb pierwszej i ostatniej jest réwna 14, a suma drugiej i trzeciej jest rowna 12.
Wyznacz te liczby.
Zapisz obliczenia.

[&E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



Prébny arkusz maturalny. Poziom rozszerzony. Fragment odpowiedzi

I Odpowiedzi i szkice rozwigzan

Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

1. prébny arkusz maturalny 2023 na poziomie rozszerzonym - szkice rozwigzan

8+a—-b
Zadanie 1. Odpowiedz: log, 48:L.
Rozwiqgzanie
Zauwazmy, ze a = log, 45 = log, (9 . 5) =log,9 + log,5 = 2log,3 + b.
a—b

Wobec tego a = 2log, 3 + b, czyli log, 3 :T.

Mamy zatem log,48 = Iog2(16 ‘3) =log,16 + log,3 =4 log,2 + log,3 =4 + log, 3.
Ostatecznie otrzymamy:
a-b 8+a-b

log,48 =4 + log,3 =4 + —— .
82 82 7 7

Punktacja

a
1) Doprowadzenie do postaci log, 3 :T

A/\
= [
o o
~

2) Doprowadzenie do postaci log,48 = 4 + log,3

3) Doprowadzenie do postaci ostatecznej log,48 = 8+a-b (1 p
Zadanie 2. Odpowiedz: {-3, -2, 1,3, 4, 5}
Rozwigzanie
Nieréwnos¢ Hx - 1‘— 3’ < 2 mozna zapisa¢ w postaci:

x=1-3<2i|x-1]-3> -2, czyli [x - 1| <5i[x -1 > 1.
Po rozwigzaniu nieréwnosci otrzymamy sume przedziatéw: (—4, O) V] (2, 6).
W zbiorze (—4, 0) U (2, 6) znajduja sie nastepujace liczby catkowite: -3, -2, -1, 3, 4, 5.
Punktacja
1) Zapisanie nieréwnosci w postaci [x —1| < 5i|x—1| > 1 (1p).
2) Zapisanie zbioru rozwiazan nieréwnosci: x € (—4, 0) U (2, 6) (1 p).
3) Poprawny wybdr liczb catkowitych ze zbioru rozwigzan nieréwnosci (1 p).

Zadanie 3. Odpowiedz: —4, —+/3, \/3 y=-7x - 12
Rozwiqgzanie

Grupujac wyrazy otrzymujemy: x° +4x* —3x—12=(x +4)(x2 —3) =(x +4)(x +\/§)(X—\/§).
Miejscami zerowymi funkcji wielomianowej f sg liczby: —4, —\/3, V3.

Obliczajac pochodng funkcji wielomianowej f otrzymamy:f'(x) =3x*+8x—-3,x €R.
Zauwazmy, ze: xo = -2, f (-2) = 2 oraz f'(~2)=-7.

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej (—2) ma réwnanie:

y—f (—2) =f’(—2)(x— (—Z)), czyliy - 2= —7(x + 2).

Zatem ostatecznie otrzymujemy: y = —7x —12.

m [E] oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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WSTEP

Niniejszy zbiér zadan jest skierowany przede wszystkim do tych uczniéw, ktérzy
maja duze trudnosci z naukg matematyki.

Zbiér ten, z zatozenia, ma by¢ wsparciem dla uczniéw i nauczycieli w procesie na-
uczania matematyki w szkole ponadpodstawowej. Zawiera on zestaw zadan bazo-
wych, ktére sg odzwierciedleniem wymagan szczegdtowych, zapisanych w podsta-
wie programowej. Dodatkowo pod kazdym zadaniem bazowym zamieszczono ¢wi-
czenia, ktére przedstawiajg w réznych aspektach zagadnienia odnoszace sie do tego
zadania. Taka konstrukcja zbioru umozliwia uczniom utrwalenie i doskonalenie ele-
mentarnych umiejetno$ci matematycznych poprzez wielokrotne rozwigzywanie tych
samych zadan, z doktadno$cig do zmiany danych liczbowych.

Zbiér sktada sie z trzech czesci.

Czes¢ pierwsza powstata w odpowiedzi na zapotrzebowanie nauczycieli przygo-
towujacych uczniéw, ktérzy maja duze trudnosci z naukg matematyki, do egzami-
nu maturalnego w roku 2022 na poziomie podstawowym. Dlatego zwr6cono uwage
gtéwnie na te umiejetnosci, ktoére sa niezbedne w rozwigzywaniu zadan zamknietych
i zadan krotkiej odpowiedzi, z wyjatkiem zadan na dowodzenie.

Cze$¢ druga jest utrzymana w tym samym stylu i stanowi uzupeinienie czesci
pierwszej o zadania odpowiadajace wymaganiom egzaminacyjnym egzaminu matu-
ralnego w latach 2023-2024. W tej czeSci réwniez nie uwzgledniono zadan otwartych
na dowodzenie. Ze wzgledu na zatozone cele, potozono akcent na zrozumienie pod-
stawowych poje¢ matematycznych i osiggniecie wysokiej sprawnosci rachunkowej.

Czes¢ trzecia zawiera zadania, ktérych dotychczas nie byto na egzaminie matural-
nym. Typy tych zadan wprowadza Informator o egzaminie maturalnym z matematy-
ki od 2023 r. na poziomie podstawowym oraz arkusz pokazowy, opublikowany przez
CKE. Sa to zadania typu: ,prawda - fatsz”, na dobieranie, wielokrotnego wyboru oraz
»Z luka”.

Do zadan zamieszczonych w kazdej czeSci zbioru podano odpowiedzi, tak aby uczen
rozwigzujacy samodzielnie zadania mégt zweryfikowa¢ wynik.

Autorzy



GPS w labiryncie matematyki. Przykladowy fragment

CZeESC TRZECIA

Zadania pomocne w przygotowaniu sie do matury z matematyki
wedlug nowej formuly od roku 2023

I. LICZBY RZECZYWISTE

Zadanie 1. (1 pkt)
Dane sg liczby o = /=3 i b = ¥—2.

Ocen prawdziwosé¢ ponizszych zdan; zaznacz P, jeSli zdanie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

Liczba 2a + 3b jest liczba ujemna. P F
Liczba ~/—3a® jest liczba wymierna. P

Zadanie 2. (2 pkt)
Dane sg liczby a = /27, b = /27 .

Uzupelnij tabele; do kazdego z ponizszych sformulowan dobierz wlasciwe dokon-
czenie sposréd A-D, tak aby utworzone zdanie bylo prawdziwe.

2.1 | lloraz liczby a przez liczbe b jest rowny

2.2 |Iloczyn liczb a 1 b jest rowny

A1l B.3 C.9 D. 27

Zadanie 3. (2 pkt)

Dane sg liczby a = /25 — /=27 + /27 oraz b = \3/%25 + 3.
Uzupelnij tabele; do kazdego z ponizszych sformulowan dobierz wlasciwe dokon-
czenie sposrod A-D, tak aby utworzone zdanie bylo prawdziwe.

3.1 | Liczba a jest liczba

3.2 | Liczba b jest liczba

A. niewymierna  B. pierwsza C. nieparzysta D. parzysta

Zadanie 4. (1 pkt)

Uzupelnij ponizsze zdania; wybierz odpowiedZ spos$réd oznaczonych literami A
i B oraz odpowiedz sposrdd oznaczonych literami C i D.

Liczba /16 — /=8 +~/8 jest liczba A / B.

A. wymierna B. niewymierna

Wartosé wyrazenia % + 1 jest liczba ujemna dla C / D.
Ja

C.a= —64 D. a=27



84 Czesé trzecia

Zadanie 5. (2 pkt)
Dane sa liczby a = ‘(\/ﬁ - 3)(@ + 3)‘ ib= ‘\/3 - 3‘.

Dokoricz zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzymane
zdanie bylo prawdziwe.

Liczby a i1 b spelniaja warunek

A.a+b=10+5 B.a—-b=4+-5
C.a-b=21+7/5 D.a+b=4+-/5
E.a-b=21-7/5

Zadanie 6. (1 pkt)
Dane sa liczby a = (3\/5)2 — (2\3/§)5 ib=—-4/2.

Poréwnaj liczby a i b, uzupelnij zdanie, tak aby bylo prawdziwe.

Liczba a jest ......... od liczby b.

Zadanie 7. (1 pkt)
Dane sa liczby 2 =3+ /51y = 65

Uzupelnij zdanie; wpisz odpowiednia liczbe w wykropkowane miejsce, tak aby
zdanie bylo prawdziwe.

Wartos$é wyrazenia z? —y jest rowna ... ... ... )

Zadanie 8. (2 pkt)

Danesqliczby:a:4277b: 1 7023%,d:ioraze:3f%,
3 327 Y27

Dokoricz zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzymane
zdanie bylo prawdziwe.

Prawdziwa jest rownosc:
A.e=a B.e=b C.e=c D.e=4d E.a=3c F.c=3d

Zadanie 9. (2 pkt)

Dokoricz zdanie; wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzymane
zdanie bylo prawdziwe.

Liczba % jest

A. liczba niewymierng. B. réwna —1. C. rowna 1 —+/8.
NEIENEY

D. liczba catkowita. E. rowna /2 — 2. F. rowna %

Zadanie 10. (1 pkt)

Dane sg liczbya = 1 — 2J5 i b =—4/5 .

Czy liczba a®> — b jest wymierna? Wybierz odpowiedz A albo B i jej uzasadnienie
sposrod 1., 2. albo 3.

[&E] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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A. | Tak, L1 (25) = -10.

poniewaz | 2. | 21 — 45 + 45 = 21.
3. [ 12+ (2V5) + 45 = 21 + 45,

B. | Nie,

Zadanie 11. (1 pkt)
Dane sg liczby o = 2¥/3 1 b = ¥/—24.
Czy liczba 23/3 4+ 3/—24 jest rowna 0? Wybierz odpowiedz A albo B i jej uza-

sadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

A. | Tak, 1. | liczba b jest liczba przeciwna do liczby a.

poniewaz | 2. |iloczyn liczb b i a jest liczba ujemna.
B. | Nie, 3

roznica liczb a — b jest liczba dodatnia.

Zadanie 12. (1 pkt)

273.26 .
272 372

Uzupetlnij zdanie; wpisz odpowiednia liczbe w wykropkowane miejsce, tak aby

zdanie bylo prawdziwe.

Dane sa liczby a =

Liczba a jest o . ...... .. mniejsza od liczby b.

Zadanie 13. (2 pkt)
63"
3.7
Uzupelnij tabele; do kazdego z ponizszych sformutowain dobierz wlasciwe dokon-
czenie sposrod A-D, tak aby utworzone zdanie bylo prawdziwe.

Dana jest liczba a =

13.1 | Liczba (a — 5)2 jest rowna

13.2 | Liczba a® — 6% jest réwna

A1l B. 4 C. 13 D. 24

Zadanie 14. (1 pkt)
26 27 28
Dane jest wyrazenie M
(27 +27)

Czy warto$¢ tego wyrazenia jest liczba podzielna przez 77 Wybierz odpowiedz
A albo B i jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

A. | Tak 1. | liczba 2% nie jest podzielna przez 7.

poniewaz | 2. | warto$¢ tego wyrazenia mozna zapisa¢ w postaci 7 - 22

B. | Nie,

3. | wykladnik potegi 2% jest podzielny przez 7.

Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



156 Odpowiedzi

10la) baza 2 al) 2 a2) 5 a3)8
b) baza 1 oraz 4 b.l) 1,2 oraz 5,4 b.2) 6 oraz 8 b.3) 1, 5,6
c)baza 2,3,4,7,8 cl)8,9,10,15 c2)5, 12 c3)3

102) baza %

102.1) (X 102.2) 2 102.3) 22 102.4)# 102.5) [22

103) baza %,4 103.1) %,4 103.2) %3 103.3) \/%,5

104) baza 5 =5, |2 104.1) o =1, [1F 104.2) 5 =9, VT0 104.3) 2 =3 [12

ODPOWIEDZI DO CZESCI TRZECIEJ

I. LICZBY RZECZYWISTE
1.P,P 21B 22C 31A32C 4.B,D 5 B, E

6. Liczba a jest mniejsza od liczby b

7. Wartosé wyrazenia z*> — y jest réwna 14.

8.A,F 9.B,D 10. TAK, 2 11. TAK, 1

12. Liczba a jest o 49 mniejsza od liczby b 13.1 B 13.2 C

14. TAK, 2

151 B 15.2A 16.B,E 17. A, D 18. TAK, 2

19.1 C 19.2 D 20. Nie, 3 21.TAK, 2 22.F P

23.B,C 24.NIE,3 25.1B 252C 26.F, P

27. Do zbioru rozwiazai tej nie naleza nastepujace liczby naturalne: 2, 3, 4

28.1B 28.2C 29.B,D 30.TAK, 1

II. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

311 C 31.2A 32.1C 322D 33.B,C

34.P,P 35.A,C 36.B,F 37.PF

38. Pierwiastkami wielomianu H(:l:) sa liczby —/2, v/2. 39.P,F 40.F, P

41. B, D 42. Dla z = J3 wartosé wielomianu jest rowna 43,

43.P,P 44.P,F 45.P,F 46.1 A 46.2B 47.B,E 48. A, F

49. Wartos¢ wyrazenia dla z = 2/2 jest wieksza od wartosci tego wyrazenia dla z = 3+/2.

[&] Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro
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Wstep

Oddajemy do rak Uczniéw i Nauczycieli Typologie zadan maturalnych. Jakie s podstawy takie-
go podejscia do zadan i arkusza maturalnego od 2023 roku? Zacznijmy od poczatku.

W arkuszu egzaminacyjnym bedzie od 29 do 40 zadan, znajda sie w nim sie zaréwno zadania za-
mkniete, jak i otwarte. Beda wystepowaty wiagzki zadan lub pojedyncze zadania. Bedzie co naj-
mniej 13 typoéw zadan! (do 2022 roku byty tylko 3).

Oto wykaz typéw zadan maturalnych na poziomie podstawowym.

Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrod A-D

Zdajacy wybiera jedna odpowiedZ sposréd A-C oraz wybiera jedno uzasadnienie tej
odpowiedzi sposréd 1.-3. (Ale tabelka moze mie¢ rézne rozmiary, np. 2 x 2, 2 x 3).
Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposréd A-F.

Zdajacy wybiera dwie odpowiedzi sposrod A-G.

Zdajacy wybiera jedng odpowiedZ sposrod A-C oraz wybiera jedna odpowiedzZ sposréd D-F.
Zdajacy wybiera jedng odpowiedz sposrdd A-D oraz wybiera jedng odpowiedz spo$réd E-H.
Zdajacy ocenia prawdziwo$¢ zdan (lub dokonczen zdan).

Zdajacy dobiera/przyporzadkowuje/zestawia odpowiedzZ (sposréd podanych) do okreslonych
sytuacji/obiektéw/elementow.

Zadanie otwarte za 1 punkt. ... wykropkowane z miejscem do uzupetnienia lub kroétkie zadanie.

. Zadanie otwarte za 2 punkty.
. Zadanie otwarte za 3 punkty.
. Zadanie otwarte za 4 punkty.
. WIAZKA. Wigzka zadan to zestaw od dwé6ch do czterech zadan wystepujgcych we wspolnym

kontekscie tematycznym, przy czym kazde z zadan wigzki mozna rozwigza¢ niezaleznie od
rozwigzania innych zadan w danej wigzce. Wigzka zadan moze sie sktada¢ zaréwno z zadan
zamknietych, jak i z zadan otwartych.

Bardzo nam zalezy, aby Typologia zadan maturalnych stata sie baza do ¢wiczen i okazjg do oswo-
jenia sie z tak duza réznorodno$cig zadan. W naszym przekonaniu wtasnie taka réznorodnos$¢
sprawia, ze matura z matematyki od 2023 bedzie egzaminem innym i duZo trudniejszym.

Zespot autorski



Typologia zadan maturalnych. Fragment zadan

10: Wyrazenial\wymierne, rowmnania wymierne

Zadanie 1. (0-1)
Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

. . . . X—2Z . .,
Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbidr

A.R\ {2} B. R\ {-4} C.R\{-4,2} D. R\ {0}

Zadanie 2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.
2

Jesli k =\/7+3, to wartos¢ wyrazenia

dla k #— 3 jest réwna

A 7 B.\7-6 C.J7+6 D. V7
J7+6

Zadanie 3. (0-2)
1+ \/5

X L2 .o X+
Dane sg liczby x iy, takie ze —= - Oblicz wartos¢ wyrazenia Y
y y

Zadanie 4. (0-2)

. . . . . . X+3 2
Liczba x jest rozwigzaniem réwnania =—.
x-3 3
Dokonicz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie
zdania byto prawdziwe.

Rozwigzaniem réwnania jest:

A. x=-15 B. x=-1 c. x=(-1) D. x=15
E. x=1225 F.x=-1° G. x=—225 H. x=1



Typologia zadan maturalnych

Zadanie 5. (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo
F — jesli jest fatszywe.

B . x° -1
1. | Rédwnanie

1 =0 ma doktadnie dwa rozwigzania. P|F
X_

2

, X
2. | Rownanie
x+1

=0 ma doktadnie jedno rozwigzanie. P|F

Zadanie 6. (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo
F — jesli jest fatszywe.

. . . L . x—m+1
Dane jest réwnanie z niewiadoma x i z parametrem m: ———=0.
X+m
1. | Dla m=1 dziedzing réwnania jest R \ {1}. P|F
2. | Dla m=0 dziedzing réwnania jest R \ {0}. P|F

Zadanie 7. (0-3)
Potfacz réwnanie ze zbiorem jego rozwigzan, wpisz w puste miejsca odpowiednig
litere

2
X —4x+4 A.R
X—2
X’ —4
1. =x-2 B. R \{-2
X+2 { }
2
x" =4
11N =0 Ci-2,2
X +4 { }

Zadanie 8. (0-2)

Rozwazmy réwnanie
X_

Liczba a to najwieksza liczba catkowita spetniajgca podane réwnanie.
Liczba b jest najmniejszg liczbg catkowity spetniajgcy to réwnanie.



10. Wyrazenia wymierne, rGwnania wymierne

Dokonicz zdanie. Zaznacz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposrod E—-H.
Liczba a jest réwna

A. 1l B.2 C.—1 D.4
Liczba b jest rowna
E.O F. 1 G.2 H. -2

Zadanie 9. (0-1)
. . L, 111
Dana jest réwnos¢ Z+E+_:O' dla pewnego a #0.
a

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Liczba a jest rowna:

1 -9
A. a=-9 1. —=—
a 20
-20 o 1_-
B. a=— poniewaz | 2. —=—
9 a 9
-9 1 -20
C a=— 3. —=—
20 a 9
Zadanie 10. (0-2)
2x> —4x+
Udowodnij, ze zadna liczba wymierna nie spetnia réwnania X—)1(5=3x+5.
X_

Zadanie 11. (0-2)
2x-11
x-1

5

Rozwigz réownanie:

Zadanie 12. (0-2)

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo
F — jesli jest fatszywe.

1. [ Rdwnanie _2 =x—2 ma dokfadnie jedno rozwigzanie x = -1 P|F
X+
2. | Réwnanie X_z =x—2 ma doktadnie jedno rozwigzanie x = 2 P|F
X+
. Lo X=2 : N
3. [ Rdwnanie 5 =x—2 ma doktadnie dwa rozwigzania x =-1,x =2 | P | F
X+

71
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Odpowiedzi 151

20.m=3J5-8 21.k=3m=2 22.3x3+2x*~7x+9
23.1. k=—2 23.2.PF 24.a:§,b:2

25. zadanie przez analogie, pierwiastki: 3, =3 i -1

Rozdziat 10. Wyrazenia wymierne, réwnania wymierne

3+\/§
2
7.1-D, II-B, lI-C 8. AF 9.B1 10.dowdd 11.x =-2
12. FFP 13.FP 14.C 15. dowdd
7x—2 3x-6

16.1. ———————, dlax#2ix=-1 16.2.
(x+1)(x-2) 4x+4

1B 2.A 3. 4. AG 5.FP 6.FP

,dlax22ix#-1

16.3. x= 17. % i 18.D 19.A

w| s

20. x=—

Wik I~

21.1. D=R\{-1,3} 21.2. x=§ 21.3. W(2) < w(2) < w(0)

22. 23.FP 24.FF 25.1. 25.2. 25.3.

Rozdziat 11. Ciggi liczbowe - pojecia podstawowe
1.C 2.C 3.AB 4.PFP 5.AB 6.A1 7.A
8.1.n=382.n€e{56,7...} 83.a1, 8.4.jedenascie

9.CE 101.0,=~ 10.2. a,=— 10.3. g, =
9 25 5000

11. AG 12. nie ma wyrazu réwnego 8 13. AD
14.1-C, II-D, II-B  15. I-E, 1I-B, IlI-C, IV-A  16. Al

20
17.1. a,, :H 17.2. wyraz dziesigty 17.3. cigg rosngcy 18. ABlI 19.C

20. Cigg malejagcy  21.1-B, lI-A, lII-D 22, a, :g, a, =3, ciag rosnacy
23.1. a,=-3n+2 23.2. a,=-13

23.3. czterdziestym 23.4. nie ma wyrazéw dodatnich

24.FP 25.1. a,=-2n+3 25.2.tylko a, >0

25.3. nieskoniczenie wiele 25.4. dowdd
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Wstep

Podczas nauki matematyki uczniowie czesto korzystajg z tzw. tablic matural-

nych, czyli ,Wybranych wzoréw matematycznych” opracowanych przez Centralng
Komisje Egzaminacyjng. Wielu ucznidow, a w szczegdlnosci maturzystéw, podczas
wprowadzania réznych zagadnien matematycznych pyta mnie: ,czy to jest w tabli-
cach maturalnych?”.
Jesli okazuje sie, ze jest, to widze w ich oczach spokoj, ale jesli odpowiadam, Ze nie
ma, to widze pewne przerazenie, szczegdlnie kiedy podkreslam, ze to bardzo waz-
ne zagadnienie maturalne. Wtedy uczniowie znowu pytaja: ,czy moge im podac te
wazne rzeczy, ktérych nie ma w tablicach maturalnych, a ktére sg szczegdlnie waz-
ne i czesto bywajg na maturze?”.

Ksigzka ,Porady i wskazéwki, ktérych nie ma w tablicach maturalnych” jest
wtasnie odpowiedzia na takie pytania, kierowang zwtaszcza do maturzystéw, aby
mogli lepiej przygotowac sie do egzaminu. Powstata ona na podstawie mojego wie-
loletniego do$wiadczenia w nauczaniu matematyki, jak réwniez wieloletniego do-
$Swiadczenia w sprawdzaniu prac maturalnych (jako egzaminatora i weryfikatora).
Ksigzka zawiera bardzo przydatne porady i wskazéwki - i co wazne — wraz z przy-
ktadami ich zastosowania. Kazdy maturzysta powinien je zna¢ i umie¢ zastosowac,
jednak wiemy (mysle, Ze zgodza sie tu ze mng réwniez inni nauczyciele), Ze spora
cze$¢ ucznidw ich nie pamieta, a nawet niektdrych nie zna. Wskazéwki podzielone
sg tematycznie, aby tatwiej byto znalez¢ potrzeba porade i przyktad.

W ksigzce uwzgledniono wymagania na mature 2023!

A zatem zachecam do poczytania ,Porad i wskazowek.., zycze przyjemnej

i owocnejpracy, a przede wszystkim powodzenia na maturze!

dr Tomasz Grebski



Porady i wskazéwki. Przykladowy fragment
VI. Planimetria

WSKAZOWKA 82. LICZBA PRZEKATNYCH W WIELOKACIE

Wzér na liczbe przekatnych p w wielokacie wypuklym o n wierzchotkach (n bokach):

n(n-3)

p=—7—"
2

Przyklad 1.
Oblicz liczbe przekatnych w trzynastokacie wypuktym.

Rozwigzanie:
Wykorzystamy wzor dla n = 13

Cn(n-3) 13(13-3)
P T

Przyklad 2.
Czy istnieje wielokat wypukty, ktory ma 50 przekatnych?
Rozwigzanie:

-3
Wykorzystamy wzor p = % dlap =50

n(n-3)

50 = /-2

100 = n(n - 3)

n?—3n-100=0
A =409, czyli JA jest liczba niewymierna, wigc powyzsze rownanie nie ma naturalnych
rozwigzan. Zatem wielokat o 50 przekatnych nie istnieje.

WSKAZOWKA 83. SUMA KATOW WEWNETRZNYCH WIELOKATA

Wz6ér na sume katéw wewnetrznych S wielokata wypuktego o n wierzchotkach (n bokach):
S=(n—-2)-180°

Przyklad 1.
Oblicz sume katoéw wewnetrznych osiemnastokata wypuktego.
Rozwigzanie:

n =18 zatem

S=(18-2)- 180°=2880°.

Przyklad 2.
Suma katéw wewnetrznych pewnego wielokata wypuktego wynosi 2340°. Ile bokéw ma ten
wielokat?
Rozwigzanie:
2340 =(n—2) - 180° /: 180°
13=n-2, czylin=15.




82 Porady i wskazéwki, ktrych nie ma w tablicach maturalnych

WSKAZOWKA 84. MiarA KATA WEWNETRZNEGO WIELOKATA FOREMNEGO
Wz6r na miare kata wewnetrznego wielokata foremnego o n wierzchotkach (1 bokach):
(n—2)-180°

n

o =

Przyklad
Wyznacz miar¢ kata wewnetrznego wielokata foremnego, ktéry ma 15 wierzchotkow.

Rozwigzanie:
(n - 2) -180° 3 (15 - 2) -180° _2340°
n B 15 15

=156°

o =

WSKAZOWKA 85. SUMA KATOW ZEWNETRZNYCH WIELOKATA
Suma katéow zewnetrznych dowolnego wielokata wypuklego wynosi zawsze 720°.

Przyklad

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze mamy n wierzchotkdw, czyli suma wszystkich katow pelnych wynosi # - 360°.
Oznaczmy przez X sumg katdw zewngtrznych wielokata.

(kat zewnetrzny to kat przylegty do kata wewnetrznego — na rys. to kat &)

n-360°=X+2-S, gdzie S=(n—-2) - 180°
Podstawiamy za S

n-360°=X+2-(n-2)-180°

n-360°=X+n-360°-720°

Zatem
X="720°.



Planimetria 83

WSKAZOWKA 86. TROJIKAT ROWNOBOCZNY I OKRAG
Trojkat rownoboczny oraz okrag wpisany w niego i opisany na nim.

R=2h
3
= lh
3
Przyklad 1.

Oblicz pole trojkata réwnobocznego jezeli promien okrggu opisanego na tym trojkacie
Wwynosi 63
Rozwigzanie:
a3
IPN=
4

R=6V3

Wiemy, ze

R = %h oraz h =§,zatem

2 a«/g_a\/g
"3 2 3
&=6\/§
3
Stad
a=18
Zatem
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Wstep

Wielu uczniéw i nauczycieli nie lubi zadann dowodowych i uwaza je za trud-
ne. Jednak wystarczy zauwazy¢, ze twierdzenie jest po prostu stwierdzeniem
faktu, a dowéd jest wyjasnieniem, dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe. Roz-
wigzujac dowolne zadanie rachunkowe, wielokrotnie dowodzimy prawdziwos¢
drobnych faktéw, nawet tego nie zauwazajac. Dowdd to kazde uzasadnienie-
»dlaczego”co$ jest prawdziwe. W tym zbiorze zajmiemy sie takimi twierdzenia-
mi, ktérych dowody wymagaja tylko dwéch krokéw. Zazwyczaj jeden z tych kro-
kéw wykorzystuje podane zatozenia, drugi - posiadang wiedze matematyczna.

Wiele twierdzen ma takg forme:

Twierdzenie 1. Jesli zdanie A jest prawdziwe, to zdanie B tez jest praw-
dziwe.

Dowdd takiego twierdzenia (implikacji) to wyjasnienie, dlaczego zdanie B
musi by¢ prawdziwe, jesli zdanie A jest prawdziwe. Dowdd wprost zaczyna sie
od zatozenia, Ze zdanie A jest prawdziwe (w koncu piszemy ,jesli A jest prawdzi-
we” i to jest nasze zatozenie). Zreszta, jesli zdanie A jest falszywe, to nie mamy
sie czym martwié. A wiec, przypuszczamy, Ze zdanie A jest prawdziwe i zapisu-
jemy to w dowodzie jako pierwszy krok. To jest informacja, ktérej mozemy uzy¢
w dalszych dziataniach.Dalej postepujemy logicznie, krok po kroku, az dojdzie-
my do stwierdzenia, ze zdanie B jest prawdziwe.

Wazne jest, aby takie dziatania zapisywa¢ w jezyku polskim. S3 wprawdzie
znaki matematyczne, ktérymi mozna zapisac¢ cze$¢ rozumowania, ale dla czytel-
nosci takiego zapisu nie nalezy moim zdaniem zastgpi¢ catkowicie jezyka pol-
skiego w zapisie.

Koniec rozumowania zapisujemy stowami ,koniecdowodu” lub innym
oznaczeniem.

Autorka
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Sto dowod6w matematycznych. Przykladowy fragment

Dowody na dwa (pierwsze) kroki. Dowodzenie dla poczqgtkujgcych

Trojkaty i okregi

Zadanie 82.

Dwa okregi o promieniach a i b oraz $rodkach 4 i B s3 styczne zewngtrznie
w punkcie P. Prosta zewnetrzna jest styczna do tych okregow w punk-
tach 71 S. Wykaz, ze kat TPS jest prosty.

Zalozenie: Okregi o pro-
mieniach a i b i $rod-
kach 4 1 B sg styczne
zewnetrznie w punkcie P.
Prosta zewnegtrzna jest
styczna do tych okregow
w punktach 71 S.

Teza: Kat TPS jest prosty.

Rozwiazania:

Sposob 1:

Krok 1: AT 1 BS sa
prostopadte do prostej
TS (promienie okregow
stycznych do prostej).




Krok 2: Narysujmy
prosta prostopadia do
TS przechodzacy przez
P i zauwazmy katy na-
przemianlegte:

<APB = 180° =

= 2<APT + 2<BPS,
zatem

<APT + <PBS§S =90° =
= <TPS.

Koniec dowodu

Sposob 2:

Krok 1: Oznaczamy
<ATP = a1 <BSP = j3,
zatem <{PTS =90° — «,
<PST =90° — B.

Krok 2: — sumy katow
w trojkacie PTS wyni-
ka, ze

<IPS=a+ f=
= %<APB = 90°,

Koniec dowodu.
Sposob 3:

Krok 1: rysujemy stycz-
na to danych okregow
w punkcie P. Ta stycz-
na przecina odcinek 7S
w punkcie Q. Powstaja
(z twierdzenia o stycz-
nej) dwa trojkaty row-
noramienne:

Krok 2: — sumy katow
w trdjkacie 7PS mamy:
200 + 23 = 180°, a stad
o+ B=90°=<TPS.
Koniec dowodu.

Planimetria - Tréjkaty i okregi

49
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Dowody na dwa (pierwsze) kroki. Dowodzenie dla poczgtkujgcych

Zadanie 83.
Styczna do tych okregéow w punkcie P przecigta prosta ST w punkcie Q.

Wykaz, ze PQ = %TS.

Zalozenie: okregi o sro-
dkach 4 1 B s3 styczne
zewngtrznie w punkcie P.
Prosta zewnetrzna jest
styczna do tych okregow

w punktach 71 S.

Teza: PQ = %TS

Dowod:
Krok 1: — twierdzenia
o stycznej dla okregu

o srodku 4 mamy
TQ = PQ, dla okregu o srodku B mamy PQ = SQ.

Krok 2: Niech PQ = a, zatem TQ =a=SQ, stad AS =2a, a zatem PQ = % TS.

Koniec dowodu.

Zadanie 84.

Okregi o srodkach A4 1 B sg styczne zewngtrznie w punkcie P. Prosta ze-
wnetrzna jest styczna do tych okregow w punktach 7 1 S. Styczna do tych
okregéw przechodzaca przez P przecina odcinek 7S w punkcie 0. Wykaz,
ze Q jest srodkiem okrggu opisanego na trojkacie OST.

Zalozenie: Okregi o srod-

kach 4 1 B sa styczne

zewngtrznie w punkcie P.

Prosta zewngtrzna jest

styczna do tych okre-

géw w punktach 71 S.

Styczna do tych okre-

gow przechodzaca przez /
P przecina odcinek 7S T

w punkcie Q.
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Zadna nauka nie wzmacnia tak wiary w potege umystu ludzkiego
jak matematyka.

Hugo Steinhaus

Biorac do reki ten wybdr zadan, mozna zadac¢ sobie pytanie: ,Skad ten tytut?
Dlaczego zadania na 6?”. Moze dlatego, Ze 6 jest liczbg doskonatg, takg, ktéra jest row-
na sumie wszystkich swoich dzielnikdéw, za wyjatkiem ostatniego (samej liczby). Na-
stepnymi liczbami doskonatymi sa: 28, 496, 8128, 33550336, ... . Obok liczb dosko-
natych jest jeszcze wiele innych liczb o ciekawych wtasnosciach: liczby Fibonacciego,
Catalana itd. Ta paralela (réwniez podczas rozwigzywania zadan) moze by¢ podstawg
do zaproponowania uczniom projektu jako metody nauczania. Takg mozliwos$¢ eks-
ponuja wplecione w zbidr cztery artykuty.

Nauczyciele powinni dostarcza¢ swoim najlepszym uczniom interesujgcych
i trudnych zadan, ktére pomoga im wciaz dostrzega¢ magie w matematyce. Zadania
zamieszczone w tym zbiorze sg rozwigzane, ale s3 to tylko przyktady prawidtowych
rozwigzan. Matematyka, jak zaden inny przedmiot, ma wyjatkowa ceche: umozli-
wia indywidualng sprawczo$¢ - wiekszo$¢ zadan mozna bowiem rozwiazaé na wie-
le sposobow. Dodatkowo, dzieki tej wiasnosci, jesli tylko matematyce na to pozwo-
limy, uczyni z nas matematycznych odkrywcoéw; nas - nauczyciela i ucznia.

Zachecam Was, drodzy Czytelnicy, do podjecia samodzielnej préby znalezie-
nia wtasnych metod rozwigzania. Nie zniechecajcie sie, jesli za pierwszym razem roz-
wiazecie samodzielnie niewiele zadan z tej ksigzki. Zadania majg by¢ trudne, a niekto-
re problemy beda wymaga¢ od Was wielokrotnego, uwaznego czytania i wielu préb
ich rozwigzan, nawet w ciggu kilku miesiecy. Zalecam czytanie rozwigzan, nawet jesli
zadanie zostanie rozwigzane poprawnie. Czytanie tekstu rozwigzania tez jest nauka.
Sledzac metode rozwiktania matematycznego problemu, mozecie znalez¢ inng stra-
tegie niz ta, ktorej uzyliscie do rozwigzania danego zadania i ktéra bedzie przydatna
w innym poleceniu. Zdarzy sie tez tak, ze uzyskacie bardziej wysmakowane i btysko-
tliwe rozwigzania, niz te przedstawione przez autora.

W niektérych rozwiagzaniach pojawiajg sie obliczenia wykonane z zastoso-
waniem CAS GeoGebry. Jest to zabieg celowy, pokazujacy, Ze nie trzeba traci¢ cza-
su na zmudne rachunki. Wiele wykreséw (jesli nie byty gtdbwnym celem zadania)
wykonatem tez w GeoGebrze: sg precyzyjne i estetyczne. W tym miejscu wspomne
jeszcze o mozliwosci zmieniania zadan choéby poprzez zmiane danych lub pew-
nych warunkéw. Zapewniam, ze GeoGebra jest niezastgpiona w szybkim sprawdza-
niu mozliwo$ci rozwigzania.

Chciatbym, aby - dzieki tej ksigzce - nauczyciele umieli wykorzysta¢ drze-
migcy w nich dydaktyczny entzjazm mentora, a ich uczniowie - by poczuli spraw-
czg moc swego intelektu. Pozwolcie zatem, ze zabiore Was w §wiat matematycznej
magii...

Autor
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Matematyka w liceum i technikum. Zbiér zadan na 6

Zbiér zadan na 6. Przykladowy fragment

Wykaz, ze w dowolnym trdjkacie dtugos¢ kazdego boku jest wigk-
sza niz roznica dlugosci dwoch pozostatych bokow.

Rozwigzanie

Zatozenie

a=b=c.
Teza

a>b—c

b>a—-c

c>a—b>b
Dowéd

1) Pierwsza nieréwnos¢ tezy jest natychmiastowa; jesli a > b i a > c,
to a jest wigksze od ich roznicy: a > b —c.

2) Aby wykaza¢ pozostale nierownosci tezy, wykorzystamy fakt, ze
w kazdym trdjkacie dlugos¢ dowolnego boku jest mniejsza niz suma
dhugosci dwoch pozostatych. Mamy zatem:

b+c>a.
Odejmujac ¢ od obu stron tej nierdwnosci, otrzymujemy:

b+c—c>a—c—=>b>a—c.
Podobnie, odejmujac b, otrzymujemy:

b+c—b>a—-b—=>c>a—0b.

Wyznacz reszte z dzielenia x'* —4x* +5x+6
* przez x’ —2x° — x + 2.

Rozwigzanie
Dzielnikiem jest wielomian stopnia trzeciego, zatem reszta moze by¢
co najwyzej trojmianem kwadratowym ax’ + bx + c. Jesli ilorazem jest

0(x), to
¥ —4x® +5x+6= (x3 —2x? —)c+2)Q(x)+a)c2 + bx +c.
Rozkladajac wielomian x” — 2x” — x + 2 na czynniki, otrzymujemy:

(x3—2x2)—(x—2)=xz(x—2)—(x—2)=(x—2)(x—1)(x+l).

| 52 | 20



Podstawiajac kolejno x = 2, 1, —1,otrzymujemy rownania:
20 —4-2%4+5-246=16=4a+2b+c,
1" —4-1"+5-1+6=8=a+b+c,
(1) =4 -(-1D)"+5-(-1)+6=-2=a-b+c.

Rozwigzanie zadania otrzymamy, rozwigzujac uktad réwnan:

da+2b+c =16
at+b+c=8
a—b+c=-2

4a+2b+c=16
—>4a+2b+c=16

atb+c=8

—>a+b+c=38

9= © ==

—>a-b+tc=-=2
{$1, $2, $3}
Rozwigz {{a=1,b=5,c=2}}

Odpowiedz
Resztg z dzielenia
X —4x® +5x+6 przez x’ —2x°—x+2 jest x°+5x+2.

3 Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu
[ ]

ax+2y=a
8x +ay =2a
w zaleznosci od parametru a.
Rozwigzanie

Obliczmy wyznaczniki W, W, W..

2]

AP EL
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a 2 X
W = =a —16,
8 a
a 2 5
W= =a" —4a,
2a a
a a
W = =2a* —8a.
718 2a

Rozpatrzmy teraz poszczego6lne przypadki.
1° Jedno rozwigzanie <> W # 0, czylia® —16 # 0.
Po przeksztalceniu, otrzymujemy:
(a+4)(a—4) 20 az—4ia#4, czyliaeR\{—4,4}.

Wyznaczmy to rozwigzanie.

Wx a*—4a ala—4) a
X=—= 3 = = R

W a*—=16 (a+4)(a—4) a+4
b= Wy 2a° —8a _ 2a(a—4) _ 2a

W a—=16 (a+4)(a—4) a+4
2° Nieskoficzenie wiele rozwigzah <> W =0 1 W, =0, i W, =0
a*—16=0ia’—4a=0,i2a* —8a =0
ae{-4,4}iae{0,4},iae{0,4}
Dla a = 4 uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
3° Brak rozwigzan < W =0 i (Wx #0 lub W = 0)
W =0 dla a =-4; dla tego a zerem nie jest WV, i zerem nie jest W..

Odpowiedz

Uktad réwnan:

a 2a
* ied ; ; = iyv=—""A R\ {—4, 4}
ma jedno rozwigzanie x 1y aace { }

¢ ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla a = 4;

¢ nie ma rozwigzan dla a = 4.

El 22



format 165 x 235 mm

Ryszard Pagacz stron 356

MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe
Z rozwiazaniami

Ryszard Pagacz

MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe
Z rozwigzaniami

format 165 x 235 mm
stron 312



WSTEP

W roku szkolnym 2021/2022 na OpolszczyZnie odbyty sie LIV zawody Matej
Olimpiady Matematycznej. Jest to jeden z najdtuzej istniejacych regionalnych
konkurséw matematycznych dla mtodziezy szkét ponadpodstawowych w Polsce.
Pierwsze zawody odbyly sie w roku szkolnym 1967/1968. Zawody te od samego
poczatku majg formute zawoddéw druzynowych oraz indywidualnych. Do roku
szkolnego 1977/1978 w zawodach uczestniczyli uczniowie tylko drugich klas
szkét ponadpodstawowych. W latach 1978/197911979/1980 w druzynie szkolnej
byt réwniez jeden uczen klasy pierwszej. Od roku szkolnego 1980/1981 druzyna
szkolna sktada sie z czterech uczniéw dowolnej klasy.

Organizatorem Matej Olimpiady Matematycznej jest Kuratorium O$wiaty
w Opolu. Zadania od I do XXXV (2001/2002) Matej Olimpiady Matematycznej
opracowywat zmarty w tym roku Pan Stanistaw Zielen. To wielce zastuzona postac
dla opolskiej oswiaty -nauczyciel, metodyk i doradca, autor podrecznikéw do
nauczania matematyki w szkotach $rednich oraz réznorodnych zbioréw zadan. Od
XXXVI Matej Olimpiady Matematycznej za zadania jest odpowiedzialna Komisja
Konkursowa powotywana przez Kuratorium Oswiaty w Opolu.

Zamieszczonezadania,oproczwaloréwhistorycznych,mogabyéswietngpomoca
w przygotowaniu sie do udzialu w réznorodnych konkursach matematycznych.
Zadania te réwniez moga by¢ pomocne dla maturzystéw przygotowujacych sie do
matury z matematyki na poziomie rozszerzonym. Do wszystkich zadan dotaczone
s3 rozwigzania.

Dziekuje wszystkim, ktérzy mnie zachecali do opracowania tego bogatego
materiatu. Szczegdlnie dziekuje Panu Dyrektorowi Mariuszowi Maczynskiemu z
Oficyny Pazdro oraz redaktorowi tego wydawnictwa - Panu Doktorowi Tomaszowi
Szwedowi. Dziekuje réwniez mojej Zonie, ze cierpliwie i ze zrozumieniem znosi
moje zaangazowanie w zadania matematyczne.

Ryszard Pagacz

Spis tresci tomu 1. Spis tresci tomu 2.

Wstep. .. ... oo 4 Wstep ..o oo 4
1. Liczby. .. ... ... .. ... 5 1. Planimetria...................... 5
2. Réwnania i nieréwnosci . . . . . . . 53 2. Stereometria ................. 235
3. Dowody nieréwnosci . . . ... .. 133 3. Geometria analityczna
4. Funkcje i wielomiany . . . ... .. 159 iwektory.............ooouetn. 281
5.Cagi................ ... 211
6. Trygonometria . . . ......... 243
7. Kombinatoryka i rachunek

prawdopodobienstwa. . . . .. .. 293
8. Granica i ciggto$¢ oraz pochodna. . 323
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Tom1. ALGEBRA. Przyktadowy fragment

4. Funkcje i wielomiany

[1 Zadanie 4.1. [1980/1981, zawody szkolne]

Funkcja f ma nastgpujaca wlasnos¢: dla kazdej liczby rzeczywistej x,

f(x + %} = f(x)oraz f(0) =1, £(0,5) = 2. Wyznaczy¢ wartosci tej fun-

keji dla x :l, E, 5,1,12,2.
33 6 3
Rozwiazanie
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[ Zadanie 4.2. [1980/1981, zawody szkolne]
Naszkicowaé wykres funkcji f, ktora kazdej liczbie rzeczywistej m przypo-
rzadkowuje liczbe pierwiastkéw réwnania (m + 1)2 x2—4x+1=0.

Rozwiazanie
Dla m = -1 jedno rozwigzanie.

A=16-4(m+1) =4(4—(m+1)2)=4(3—m)(5+m).
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Dla m e {—5, 3} jedno rozwigzanie.
Dla m e (-5, —1) U (-1, 3) dwa rozwigzania.

Dla m e (—oo, — 5) v (3, + oo) nie ma rozwigzania, czyli zero rozwigzan.

o 2 o
° ° 1+ °
54 3 2 - o 1 2 3 4 5 «x

Iadanie 4.3. [1980/1981, klasa 2, zawody woj.]
Wykaza¢, ze zbor wartosci wielomianu
w(x, y) = (xy - 2)2 + 2(xy — 1) + x2 — 1 sklada si¢ ze wszystkich liczb do-
datnich.
Rozwiazanie

w(x,y):(xy)2 —dxy+4+2xp—-2+x*—1=

= (xy)2 —2xy+1+x% = (xy - 1)2 + x2.
Zatem w(x,y)>0.
Czy moze by¢ w(x,y) =07?
Tak bytoby, gdyby jednoczesnie xy =11 x =0, a to jest niemozliwe.
Zatem w(x,y) >0.
Musimy jeszcze wykazaé, ze kazda liczba dodatnia jest warto$cig wielomianu w.

2

) 4

Zatem udowodnili$my, ze zbiorem warto$ci wielomianu w(x, y) jest prze-

Dla kazdej liczby dodatniej ¢ mamy: w(\/; ,

dziat (0, + o).

[1 Zadanie 4.4. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]

Wiadomo, ze wielomian x* — 6x + a w ma pierwiastek podwdjny.
Znalez¢ pierwiastek i liczbg a.



4. Funkcje 1 wielomiany

Rozwiazanie
Niech b bedzie pierwiastkiem dwukrotnym. Wtedy

x> —6x+a :(x—b)z(x—c)
Po przeksztalceniu otrzymujemy
x> —6bx+a=x3 —(2b+c)x2 +(21)c+l)2)x—cb2

Wtedy

2b+c¢=0 c=-2b a=4y2 a=-42
B2 +2bc=—-6< b2 =2 < b=+2 lublb=-2
—cb? = a a =2b3 c=-22 =22

Latwo sprawdzi¢, ze J2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
X3 - 6x+ 42 , hatomiast 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
X3 —6x—442.

0dp. a =42 i pierwiastkiem podwojnym jest V2.

a=-4J2 i pierwiastkiem podwojnym jest 2.

Il sposoh

Niech P(x)=x*-6x+a.

Wtedy P'(x)=3x>—6. Pierwiastkiem dwukrotnymi moga by¢ liczby:
V2 1ub /2.

Wtedy, gdy P(\/E) =0,to (\/5)3 —6N2+a=0, czyli a = 42 .

Mozna zauwazy¢, ze V2 nie jest pierwiastkiem trzykrotnym.

Liczba —/2 jest pierwiastkiem dwukrotnym dla a = —42.

[ Zadanie 4.5. [1981/1982, klasa 2, zawody szkolne]

Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

h% =%(x2 —x)+%|x2 —x| oraz y :%(x2 —x)—%|x2 —x|.

Rozwiazanie
x?—x,dlax>-x=>0

TR SIS
U SR {o, dlax? —x <0



Tom 2. GEOMETRIA. Przykltadowy fragment

Iadanie 2.1. [1980/1981, klasa 3, zawody woj.]
Rozstrzygna¢, czy czworo$cian foremny o krawedzi, ktorej dtugo$¢ wynosi 2

moze zwiera¢ si¢ w prostopadloscianie o wymiarach: 2, 2,42

Rozwiazanie
Tak. H G

W sze$cian ABCDEFGH o boku \
dtugosci V2 miesci si¢ czworo- N
$cian foremny o boku 2. |

-

Sze$cian o boku dlugosci \/5 NN
miesci si¢ w prostopadioscianie l).'.’\_ S
o bokach dtugosci 2, 2, V2. -7 .

[0 Zadanie 2.2. [1983/1984, klasa 3, zawody woj.]

Przez $rodek cigzkosci $ciany czworo$cianu foremnego poprowadzono ptasz-
czyzne rownolegla do dwoch skosnych krawedzi. Obliczy¢ pole przekroju
tego czworo$cianu dang ptaszczyzna, jezeli dtugos$¢ krawedzi czworos$cianu
jest roéwna 1. D

Rozwiazanie /
Niech punkt G bedzie punkt przecigcia srod- / R
kowych BF i CE w trojkacie ABC. Punkt !
ten jest srodkiem ciezkosci $ciany ABC I
czworo$cianu ABCD (zobacz rysunek). -7
Plaszczyzna réwnolegta do krawedzi BD / R\
1 AC przecina krawedzie AB, BC, CD, S /,/ / 0
AD w punktach odpowiednio P, O, R, S.
Wtedy .7
PQO|| ACiRS || AC = PQ || RS S ) R

PS||BDiQOR | BD = PS| OR 4= > =

235
60 |
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Zatem czworokat PORS jest réwnoleglobokiem.
2
1P| = 2jac| -2
3
1
|PS|=—=|BD| ==
3
PS||BDiPQ| ACiBD 1L AC = PS 1 PQ
Zatem PQRS jest prostokatem.

Pole przekroju réwna si¢ E

[ Zadanie 2.3. [1985/1986, klasa 3, zawody szkolne]

W jakim stosunku przecinajg si¢ wysokosci w czworo$cianie foremnym?

Rozwiazanie
Niech AA4,, DD, beda wysokoscia- b
mi czworo$cianu ABCD o krawe-
dzi dlugosci a.

Wtedy

147) = 36| =|cE) = |or] = 42
|FD|——|AF| a*f = |F4,|
4D, = 2| ar] = 2 w5 b4,
b0 = JIorf ~|piFf -

_ Jiaz_iaz _ \/zaQ__
4 36 4

Trojkaty DD\ F' 1 DSA, sa podobne. Zatem
\DS|  |DF|
1S4 | |FD)|

Wykorzystujac, ze |SA1| = |SD1| otrzymujemy

236




2. Stereometria

a3

S| _ 5 4 3
ISD|| a3 1
6

Punkt przecigcia wysokosci dzieli je w stosunku 3 : 1.

Ladanie 2.4. [1986/1987, klasa 4, zawody szkolne]

Proste rownolegte a i b sg zawarte w jednej potprzestrzeni otwartej wyzna-
czonej przez ptaszczyzne P. Wyznaczy¢ na plaszczyznie P taka prosta p, aby
ptaszczyzny: p{.(a, p) 1 pi.(b, p) tworzyly z ptaszczyzng P katy dwuscienne
przystajace.

Rozwiazanie
Niech a' bedzie prosta symetryczng do prostej a wzgledem plaszczyzny P.

Prosta p jest krawedzig przeciecia ptaszczyzny P i plaszczyzny zawierajacej
proste a1 b,
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Publikacja ,,Matematyka. Twierdzenia i dowody. Zadania z rozwiazaniami
do liceow i technikéw” jest zgodna z podstawg programowa MEN, ktéra obo-
wigzuje w tych szkolach od wrzesnia 2019 roku (rozporzadzenie MEN z dnia 30
stycznia 2018 roku w sprawie podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego dla
liceum ogdlnoksztatcacego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia, DzU
2018, poz. 467). Zamiescilismy w niej dowody wszystkich twierdzen matema-
tycznych wymienionych w tym rozporzadzeniu. Bardzo czgsto dowody poka-
zujemy w kilku wariantach. Mamy nadziej¢, ze kazdy uczen odnajdzie sposob
przeprowadzenia dowodu wilasciwy dla siebie 1 swoich umiejetnosci.

Zachecamy do korzystania z tej ksigzki zar6wno ucznidéw, jak i nauczycieli, nie-
koniecznie zwigzanych z nowym liceum i technikum. Polecamy ja wszystkim
zainteresowanym matematykg. Dla nauczycieli matematyki czytanie i doglebna
analiza dowodéw oraz rozwiazywanie zalgczonych zadan na dowodzenie bedzie
okazjg do doskonalenia swojego warsztatu pracy oraz poszerzenia mozliwosci
rozwiazywania trudnych zadan. Prezentowany material pozwoli uczniom lepiej
zrozumie¢ matematyke i solidniej przygotowaé si¢ do studiowania jej na wyz-
szym etapie edukacyjnym.

Podsumowujac, ksigzka ,,Twierdzenia i dowody...” to:

» zestaw najwazniejszych twierdzen matematyki w liceum i technikum wraz
z dowodami,

* mozliwos¢ przesledzenia réznych sposobéw dowodzenia twierdzen,
* inspiracja dla ucznia do samodzielnego dowodzenia twierdzen,

» wsparcie metodyczne dla nauczyciela w trudnej sztuce nauczania dowodze-
nia,

* bogate zrédlo trudnych i oryginalnych zadan dla ucznia wraz z rozwigzania-
mi,

» znakomity materiat do ksztattowania umiejetnosci rozumowania i myslenia
matematycznego,

» wsparcie realizacji podstawy programowej z matematyki,

 skuteczne przygotowanie ucznidow do egzaminu maturalnego, rowniez od
2023 roku.

Zyczymy naszym Czytelnikom dobrej i tworczej pracy.

Autorzy



Twierdzenia i dowody. Przykladowy fragment

1.9. TWIERDZENIE O DWUSIECZNEJ

Podstawa programowa
9. Twierdzenie o dwusiecznej:

Jesli prosta CD jest dwusieczng kgta ACB w tréjkgcie ABC i punkt D
|[4D| _ |4C]

lezy na boku AB, to —— = .
|BD|  |BC|

Twierdzenie to mozemy zapisa¢ rdwniez w postaci:

Twierdzenie P9.1.

Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok na odcinki
proporcjonalnie do bokow przylegtych.
@

4 /D B
Przy przyjetych oznaczeniach tres¢ twierdzenia wyraza proporcja:

[4D] _ |4C|
|DB| — |BC|’



1.9. Twierdzenie o dwusiecznej

Dowod 1.

Zaktadamy, ze |AC| = |BC|. W przypadku, gdy |4AC|=|BC| tréjkat ABC jest
rownoramienny, wtedy |4D| = |DB| i teza jest oczywista.

Z punktu A prowadzimy prostg prostopadta do dwusiecznej CD. Prosta ta przeci-
na dwusieczng w punkcie O, natomiast prostag BC w punkcie B’.

Poniewaz w trojkacie AB’C dwusieczna jest prostopadla do podstawy 4B’, wigc
trojkat AB’C jest trojkatem réwnoramiennym, zatem

40| = 0B i |AC| = |B'C].

PoprowadZzmy jeszcze przez punkt B’ prosta rownolegta do boku 4B. Przecina
ona prosta CD w punkcie D’. Trojkaty ADO 1 B’D’O sg przystajace (kbk), wigc
ID'B| = |4D).

Z podobienstwa trojkatow DBC i D’B’C wynika, ze

|D'B| |B'C|
\DB|  |BC|’
czyli
40 _ |4c]
|DB|  |BC|’

co nalezato wykazac.



Twierdzenia i dowody

Dowad 2.

A m D\, n B

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z twierdzenia sinusow zastosowanego do trojkatow ADC i DBC wynika, ze
m b

sin  sin 8

oraz
no a _a
sina sin(180°+ B)  sinf’
Dzielgc stronami réwnosci
m b n a

sina sinf}  sina  sinf’

otrzymujemy teze:

b

2

P
co konczy dowdd.

Dowdd 3.

Oznaczenia takie jak w dowodzie 2.

Poniewaz stosunek pol trojkatow o rownej wysokosci rowny jest stosunkowi dtu-
gosci ich podstaw, wigc

Pinc _m
Pope h
7. drugiej strony, mamy:
1 .
—b|CD|sina
Pinc _ 2 ‘ ‘ ' _b
P b

DBC %a‘CD‘sina a
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Zacznij od zrobienia tego, co konieczne; potem zrob to, co mozliwe.
Nagle odkryjesz, ze dokonales niemozliwego.
$w. Franciszek z Asyzu

»Zadania i problemy matematyczne...” adresujemy przede wszystkim do uczniow
przygotowujacych si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzo-
nym. Znajda oni w tym zbiorze blisko 270 oryginalnych zadan i problemdéw matematycz-
nych. Kazde zadanie — problem posiada petne rozwigzanie i stanowi warto$ciowy mate-
riat do samoksztalcenia oraz poznania réznorodnych metod i narzedzi matematycznych,
stuzgcych efektywnemu rozwigzywaniu zadan.

Ksigzka ta z powodzeniem wzbogaci warsztat pracy kazdego nauczyciela matematyki.
Bedzie rowniez cennym materiatem dydaktycznym dla nauczycieli przygotowujacych
ucznidow do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym. Zadania
zawarte w tym zbiorze b¢da dobrym materiatem ¢wiczeniowym na kétka matematycz-
ne iinne zajecia dodatkowe, majace na celu poglebienie kompetencji matematycznych
uczniow.

Zbior sktada si¢ z trzech czesci:
¢ zadania — ,,startery” (z odpowiedziami),
¢ zadania — problemy (z pelnymi rozwigzaniami),

¢ zadania przeznaczone do samodzielnego rozwiazania.

Aby pomoc uczniowi w zorganizowaniu pracy, zbidr podzielono na trzydziesci jednostek
— kazda z nich zawiera dwa startery i pi¢g¢ problemoéw. Na rozwigzanie zadan zawartych
w jednej jednostce trzeba przeznaczyé¢ okoto godziny.

Naturalnymi towarzyszami procesu uczenia si¢ sg: praca, trud, zaangazowanie, zmegcze-
nie, niemoc, zniecierpliwienie i popetianie btedéw. Droga do sukcesu w matematyce nie
jest tatwa i wymaga cigglego podtrzymywania motywacji. Dlatego tez zdecydowalismy
si¢ na zamieszczenie trzydziestu inspirujacych mysli, zachgcajacych do pokonywania
wszelkiego rodzaju trudnosci.

Uczenie si¢ matematyki nie jest procesem linearnym, dlatego zadania nie sa pouktadane
wedtug dziatow programowych. Niezwykle wazng umiejetnoscig maturzysty jest dobor
narzgdzi wlasciwych do postawionego problemu. Aby utatwi¢ orientacje w zawartosci
merytorycznej zadan i przypisanie ich do konkretnych dzialéw programowych, przygo-
towali$my ponizszy wykaz:

Liczby. Dowody algebraiczne: 1.1, 1.2,2.1,2.2,3.1,3.6,3.7,5.2,54,6.2,7.1,7.2, 8.1,
8.2,8.7,9.1,9.2,104, 10.5,10.6, 17.2, 17.5, 18.2a, 20.4, 22.4, 22.5, 22.6, 23.6, 27.1, 29.3.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 2, 13, 14, 26, 32, 40, 44, 45.

Funkcje. Funkcja kwadratowa: 2.6, 3.2,3.4,4.2,5.1,5.7, 6.1, 6.3, 6.5,9.4, 14.6, 15.1,



16.3, 18.1, 18.2b, 18.3, 18.4, 19.2,21.3, 21.6, 21.7, 25.5, 26.2, 28.1, 28.7, 29.1, 29.4, 30.2.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 12, 30.

Wielomiany i funkcja wymierna: 4.1, 5.3, 6.7, 10.1, 10.2, 10.7, 11.3, 12.7, 13.1, 13.2,
13.3,13.4,14.1,14.2, 14,4, 14.5,14.7, 15.2, 15.3, 16.1, 16.2, 17.7, 28.2.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 47, 49.

Planimetria. Dowody geometryczne: 1.7, 2.3, 2.4, 4.3, 4.4, 4.6, 6.6, 7.4, 9.3, 9.5, 9.6,
11.2,11.5,11.7,12.1,12.4,12.5,12.6, 13.6, 13.7, 14.3, 15.5, 16.7, 17.3, 17.4, 19.3, 19.5,
19.6, 20.5, 20.6, 20.7, 21.5, 22.3, 23.5,23.7,24.5,25.4,27.7, 28.3.

Zadania do samodzielnego rozwigzania: 1, 10, 17, 38, 42, 48.

Geometria analityczna: 1.3, 1.4, 4.7, 5.6, 7.5, 7.6, 11.4, 16.6, 19.7, 23.3, 23.4, 244,
25.2,25.3, 28.5.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 15, 25, 31.

Ciagi liczbowe: 1.5, 2.7, 3.3,3.5,4.5,9.7, 10.3, 11.6, 12.2, 16.4, 16.5, 19.1, 20.1, 25.6,
25.7,26.3,26.4,26.5, 26.6,26.7,27.3, 27.4,27.5, 29.5.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 11, 41.

Trygonometria: 5.5, 8.6, 11.1, 17.1, 17.6, 29.2, 30.1.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 22, 23, 24, 34, 39.

Stereometria: 7.7, 8.3, 8.4, 8.5, 13.5, 15.6, 18.5, 18.6, 18.7, 23.2, 24.1, 27.2, 28 4.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 16, 28, 43, 46.

Granice, pochodne, optymalizacja: 7.3, 15.7, 19.4, 20.2, 21.1, 21.2, 22.1, 22.2, 24.6,
24.7,27.6,29.6,29.7,30.3, 30.4, 30.5, 30.6, 30.7.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 18, 19, 21, 33.

Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa: 1.6,2.5, 6.4, 12.3,15.4,20.3, 21.4,
22.7,23.1,24.2,25.1,26.1, 28.6.
Zadania do samodzielnego rozwigzania: 20, 27, 29, 35, 36, 37, 50.

Wszystkim Czytelnikom zyczymy wyraznych postepow w ksztaltowaniu kompetencji
matematycznych oraz wynikéw maturalnych na miar¢ marzen, potrzeb edukacyjnych
oraz wlozonej pracy.

Autorzy
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1.1. Oblicz:

Zadania i problemy. Przykladowy fragment

a) V10— 2421
b) (\/3—\5—\/3+\E)2
o (E-1)-(5 1)

1.2. Pozbadz si¢ niewymiernosci z mianownika utamka:

2 Y1-3
\/_+f

b
)T

1
° J6 =4 +1

Prawo przyciggania: szczescie sprayja tym,
ktorzy sie starajq.
Barbara Oakley
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1.3.

1.4.

1 .5.

1 .6.

1 .7.

Okrag o, ze srodkiem lezacym na osi Ox, jest styczny zewngtrznie do
, . 2 2 .. P

okregu o, 0 rOwnaniu (x - 3) + ( y+ 5) = 25 1 jednoczesnie jest styczny

do prostej x + 2\/3)/ —-3=0.

Wyznacz rownanie okregu o,. Rozwaz wszystkie przypadki.

Punkt S lezy na osi Ox 1 jest srodkiem okregu stycznego jednocze$nie do

obu prostych: 4x —3y +21 =0 oraz 3x +4y—28 = (. Oblicz promien
tego okregu oraz wyznacz wspotrzedne punktu S. Rozwaz wszystkie przy-
padki.

W trojwyrazowym ciggu geometrycznym (a, b,c) wszystkie wyrazy sg
dodatnie. Wyznacz wszystkie wartosci ilorazu tego ciagu, dla ktorych od-
cinki o dlugo$ciach a, b, ¢ tworzg trojkat.

Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych parzystych, ktore zawierajg co naj-
mniej cztery dwojki.

Dhugosci bokow trojkata o obwodzie 30 tworza ciag arytmetyczny. Naj-
wiekszy kat tego trdjkata wynosi 120°. Oblicz pole tego trojkata.

ANWIT904d



5.

Oblicz promiefn okregu opisanego na trapezie rOwnoramiennym, w kto-
rym najdtuzszy bok ma dtugos¢ 22, a kazdy z trzech pozostatych bokoéw

ma dhugosc¢ 10.

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
rownosé 4x(1 +y) — 2(x* + 2)%) < 5.

s .y . SIn° Xx
ROZWIE}Z rownanic 4
COS X

£ .3

= 61g x w przedziale (0; 271).

Rozwiaz rownanie sin2x — cosx = cos2x + sinx w przedziale <O; 27[>.

Rozwigz rownanie 73 ©Ccos2x = sin(x + E) * COS (x + %) w przedziale

(0;27).

Rozwigz rownanie sin

(—m; 7).

3

(x - %) * COS (x + %) =sin2x w przedziale

Rozwigz rownanie 5cos2x +4sinx-cos” x +4sinx = -1 w przedziale

(0;27).

Rozwiaz rownanie 2sin’x — cos’2x = 1 w przedziale <—7t; Jr>.

Rozwiaz rownanie

Sin x

+sin2x - tgx = 3sinx w przedziale <—2n; 2n>.

VINVYZYIMZOY 093INTIIZAOWYS 0a ANI190Hd



1.1. a) J7-3 b) 6—2+/7 ¢) 4/3-14
12 s—jﬂ b %/E+\iﬂ+%/§ 9 \/ZS+1

61V | , _ 25 ( 11)2 , 25
3. (x——=| +y ="1 ——| +y ==
13 (x ) Y =1 ub | x T Y =1

Rozwiazanie

x+26y-3=0

Z rownania okregu o, mamy Srodek (3, —5) 1 promien dlugosci 5. Srodek
okregu 0, ma wspotrzedne (x, 0), bo lezy na osi Ox. Odleglo$¢ punktu
S,= (x, 0) od prostej x+ 2\/gy —3=0 jestrownar,

1 x+2v6-0+(-3) [r-3)
¥+ (28] 5

Z warunku na styczno$¢ zewnetrzng okregéw mamy:

zatem

15,5,/ =5+7 & J(x=3) +(0+5) =5+r & (x=3) +25=5+r.

Podstawiamy 7 = |x_g3| do rownania y/(x —3)" +25 =5+ 7.
./(x—3)2+25=5+@ -5

5J(x=3)" +25 =25+|x - 3|

YINVZYIMZOY 1 1Za3imoddao



Rozwigzujemy rownanie w przedziatach:

dlax=3

5((x=3) +25=25+x-3

SJ(x=3) +25=22+x ()

25[(x —3) + 25} =(22+x)’

Z pOWyZzszego rownania mamy x, = % oraz x, = 3.

Jednak dla x = 3 mamy r = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (%, 0).
61

= -3
lx =3 _ 12 ‘:i
5 5 12°

Obliczamy r =

Majac srodek S, = (%;O) oraz r = %, otrzymujemy rownanie okrggu

2
(x—ﬂj +y° = N
172 144

VINYZYIMZOY | 1Za31modao

dlax<3

5(x=3) +25=25-x+3

5J(x =3 +25 =28 —x ()

25[ (x-3) +25]=(28-x)

Z pOWYyZszego rOwnania mamy X, = % oraz x, = 3.

Jednak dla x = 3 mamy r = 0, wigc odrzucamy x = 3. Zatem S, = (%, Oj.

11
3
|x—3|=‘12 Li
5 5 12

Majac srodek S, = (%;O) oraz r = %, otrzymujemy roéwnanie okregu

2
(x—ﬂj +y? -

Obliczamy r =

12 144
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Analiza matematyczna. Przykladowy fragment
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4.2. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Udowodnimy teraz pewne twierdzenie, ktore pozwoli nam na interpretacje geo-
metryczng catki oznaczonej.

Niech bedzie dana funkcja f; okreslona w przedziale <a, b>, ciggta 1 nieujemna
w tym przedziale. Dla x € <a, b> oznaczmy przez P(x) pole figury ADCB (nazy-
wanej trapezem krzywoliniowym):

Ay

=Y

Zachodzi nastepujace

]'41 TWIERDZENIE 3 . (Newtona - Leibniza)

Funkcja P jest funkcja pierwotng funkcji /' w przedziale <a, b>,

Wezmy najpierw dowolne x, € <a, b>, a nastepnie dowolna liczbe / # 0, dla
ktorej x, + i € (a, b).

Ay
v =flx) G
4 \
\
: N E [
M ‘ |
\ \
m1— \
: : —
|
D C F G-
0] 4 X, x,th b X

Zauwazmy, ze liczba ‘P(x0 aF h) = P(x0 )‘ wyraza pole S, figury BCFE.
Jezeli bowiem 4 > 0, to pole figury BCFE wyraza roznica P (xo + h) - P(xo ),
jesli zas h <0, to pole odpowiedniej figury wyraza réznica P(x,) — P(x, + h).



Tak wigc liczby: 4 oraz P(x0 i h) — P(xo) sg albo obie dodatnie, albo obie
ujemne, zatem ich iloraz jest zawsze dodatni. Otrzymujemy stad, wykorzy-
stujac twierdzenie o wartosci bezwzglednej ilorazu, ze:

(1) ‘P(xﬂ +h)—P(x0)’ _ P(xo +h)—P(x0)| _ P(xo +h)—P(x0)
A - h ‘_ h '

Oznaczmy teraz przez m i M odpowiednio: najmniejszg i najwigkszg wartosé
funkcji ' w przedziale domknigtym, ktérego koncami sg x, oraz x, + /4 (na
mocy twierdzenia Weierstrassa mamy pewnos¢, ze funkcja osigga te wartosci
w tym przedziale, gdyz jest w nim ciagla).

Zauwazmy, ze zachodzi nastgpujgca nierdwnos¢ dla pol Scpx;, Spcerm Scrpy
odpowiednio figur CFKL, BCFE i CFEN.

SCFKL = SBCFE = SCFEN'
Ale S, = m-|h| iSypy = M -|h|, zatem mamy:
m- || < |P(x, +h) = P(x,)| < M -|A].
Dzielac ostatnig nierdéwno$¢ stronami przez ||, otrzymujemy:
o |P(x, + 1) = P(x,) _
|7
Po uwzglednieniu réwnosci (1) mamy:
|P(x, + 1) = P(x,)
m= 7

=M.

P(xo +h)—P(x0)

h
otrzymujemy, ze istnieje w przedziale domknietym o koncach x, oraz x, + A

taki punkt ¢, dla ktérego

P(xo +h)—P(x0)

fle)= :
h

Zauwazmy, ze jezeli h = 0, to ¢ = x, (poniewaz przedzial o koncach x, oraz
X, + h staje si¢ coraz krdtszy, a wigc c lezy coraz blizej x,)). Stad, namocy ciag-
tosci funkcji £, wynika, ze f(c) = f (xo). Otrzymujemy zatem
lim /(c) = f(x,).
Natomiast jezeli # —> 0, to iloraz ré6znicowy
do P'(x,).

Natomiast na podstawie wniosku ze str. 81. | przy 4 =

)

dazy

P(xo +h)_P(xo)
h




Granica i ciggtosé funkcji

.......................................................................................................................................................

Wobec (2) otrzymujemy zatem, ze
P(xo + h)_P(xo)

/(%) =1lim £ (c) = lim p = P(x,).

dla dowolnego x, € (a, b), co oznacza, ze funkcja P jest funkcja pierwotnag
funkcji f'w przedziale (a, b>.

Dowod twierdzenia zostat zakonczony.

Wyciagnijmy jeszcze pewne wnioski z tego twierdzenia. Zatozmy, ze F jest do-
wolng funkcjg pierwotng funkcji /' w tym przedziale. Wtedy, na mocy twierdze-
nia 1. ze str. 201. musi by¢

P(x)=F(x)+C,
gdzie P jest funkcja, o ktorej mowi ostatnie twierdzenie. Zauwazmy, Ze mozemy
wyznaczy¢ statg C, poniewaz musi by¢
P(a) = 0. Tak wigc
0=P(a)=F(a)+C,skad C = —F(a). Zatem
P(x) = F(x) — F(a).
Zauwazmy na koniec, ze
P(b) = F(b) - F(a)
oraz ze P(b) wyraza pole trapezu krzywoliniowego ADHG (rys. na str. 223.). Ale

F(b) = Fla)= [ f(x)a.

Otrzymujemy wigc nastgpujacy wniosek.

m WNIOSEK (interpretacja geometryczna calki oznaczonej)

Jezeli funkcja fjest ciagla w przedziale (a, b) i nieujemna w tym przedziale, to
pole P obszaru ograniczonego osig OX, wykresem funkcji f oraz prostymi x = a
orazx=>b

Ay

P =j’.f(x) dx

=V



........................................................................................................................................................

wyraza si¢ wzorem:
b
®  P=[r()a

Zauwazmy, ze obliczanie w ten sposob p6l pewnych obszarow jest mozliwe dla
nas tylko w przypadku, gdy obszary te sg ograniczone (cho¢ w bardziej zawanso-
wanej matematyce nie musi tak by¢).

Pole to jest wyrazone w jednostkach, ktore przyjmiemy w danych obliczeniach.
Czasami po obliczeniu pola za pomocg tego wzoru wyraznie to zaznaczymy, pi-
szac ze np. P = 8 (jednostek pola). Tak wiec catka daje nam warto$¢ liczbowa,
a sami musimy okresli¢ jednostke pola, wedtug ktdrej mierzymy.

Zauwazmy teraz, ze jezeli funkcja f bylaby niedodatnia i ciggta w przedziale

{a, b}, to pole P obszaru ograniczonego osig OX, wykresem funkcji f oraz pro-
stymix =aorazx=b

wynositoby P = }[—f (x)]dx = —}f(x) dx,

5 P=~[7(x)ax

Tak wigc aby obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem pewnej funkcji,
ciaglej w przedziale (a, b), musimy wiedzie¢, czy funkcja jest nieujemna, czy tez
niedodatnia w tym przedziale. Jesli za$ funkcja przyjmuje w przedziale (a, b>,
zardéwno warto$ci nieujemne, jak i niedodatnie, to nalezy podzieli¢ ten przedziat
na takie czgsci, aby na kazdej z nich funkcja podcatkowa byta juz zawsze albo
nieujemna, albo niedodatnia.

Podobnego podziatu przedzialu catkowania nalezy dokonaé, jesli krzywa ogra-
niczajaca obszar nie jest w caltym przedziale wykresem tej samej funkcji. Czgsto
tez zachodzi konieczno$¢ obliczania pol obszarow ograniczonych od gory wy-
kresem funkgcji f; a od dotu funkcji g oraz prostymi x =a ix = b:
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Wstep

W rozwigzywaniu réwnan, nieréwnosci i uktadéw réwnan potrzeba znajomosci
réznych metod, m.in. podstawienia zmiennej pomocniczej. Jest to zwykle wielkie
ulatwienie w rozwigzaniu zadania, czasem wrecz jedyna skuteczna metoda. Jednak
uzycie nowej zmiennej czgsto wymaga tez wprowadzenia odpowiednich zalozen lub
dodatkowych warunkéw, w szczegolnosci w zadaniach z parametrem i warto$cia
bezwzgledna. Proponuje blizej si¢ przyjrzec tej metodzie i zobaczy¢, w jak wielu roz-
nych sytuacjach bywa skuteczna, a takze jak ja poprawnie stosowac.

W kazdym rozdziale umieszczone s3 zadania o réznym stopniu trudnosci.
Poszczegolne szczeble zostaly tak oznaczone:

[D pierwszy stopien wtajemniczenia,
@ drugi stopien wtajemniczenia,
@ trzeci (najtrudniejszy) stopien wtajemniczenia.

Zbidr zawiera 105 zadan z pelnymi rozwigzaniami oraz 98 zadan do samodziel-
nego rozwigzania; te ostatnie umieszczone sg na koncu poszczegdlnych rozdzialéw.
Aby moc si¢ zmierzy¢ z zebranymi tu zadaniami, trzeba — naturalnie - mie¢ pewna
elementarng wiedz¢ na temat réwnan, nieréwnosci i ukladéw réwnan.

Ksigzka przyda sie¢ uczniom przygotowujacym si¢ do egzaminu maturalnego lub
do startu w konkursach matematycznych.

Od wielu lat prowadze dodatkowe zajecia z matematyki i tego typu zadania czesto
rozwigzuje z uczniami. Niniejszy zbiér napisalem na podstawie wieloletniego do-
$wiadczenia, jestem przekonany, ze moze si¢ przyda¢ nauczycielom w pracy na lek-
cjach czy kotkach.

Warto zauwazy¢, ze metoda podstawiania jest jedng z wazniejszych metod przy
obliczaniu calek i rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. Opanowanie tej metody
ulatwi wiec takze nauke na studiach wyzszych.

Zycze udanej pracy z zadaniami
Tomasz Grebski



Podstawianie zmiennej pomocniczej.... Przykladowy fragment

EB Podstawienie zmiennej pomocniczej
w rownaniach

Zajmiemy si¢ podstawieniem zmiennej pomocniczej w réwnaniach réznego
typu. Przedstawione przyklady pokaza, jak stosowa¢ podstawienie oraz jakie zalo-
zenia pociaga za sobg wprowadzenie do rdwnania nowej zmiennej. Ten rozdziaf jest
w ksiazce najbardziej rozbudowany, poniewaz to tutaj pojawia wiekszos¢ rodzajow
podstawien, w innych rozdzialach juz tylko je wykorzystujemy, czasem modyfikujac.

1.1. Rownania wielomianowe
(1) zadanie 1.1.

Rozwigz réwnanie: x* - 18x? + 32 = 0.

Rozwiazanie:

x*-18x*+32=0

(x?)?-18x*+32=0 Wyodrebniamy element x.

x*=t,gdziet>0 Podstawiamy zmienng pomocniczg, dodajac od-
powiednie zalozenie.

t?-18t+32=0

A=196,"/A =14
(t=2vit=16)At>20 => t=2viI=16
A zatem

(t=2vit=16)Ax?=

¥*=2vx’=16 Wracamy do pierwotnej zmienne;j.
xX=v2Vvx=-N2vx=4vx=-4

Odpowiedz: x € {—4, —\/5, \/5, 4}.

(1) zadanie 1.2.
Rozwigz réwnanie: x* + 14x* - 32 = 0.
Rozwiazanie typowe:
x*+ 14x*-32=0
(x?)? + 14x*-32=0 Wyodrebniamy element x.
x*=t,gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienng, dodajac odpowied-
nie zalozenie.
t2+14t-32=0
A=324,\JA =18
(t=-16vit=2)At>20 = t=2



1.1. Réwnania wielomianowe

A wiec
t=2AXx=t

i =1 Wracamy do zmiennej x.

X = \/5 VX = —\/5
Odpowiedz: x € {—\/5, \/E}

Rozwigzanie alternatywne: Czesto si¢ zdarza, ze podczas podstawiania nowej
zmiennej zapominamy o zalozeniach. Jednak w wielu przypadkach rozwigzanie
mozna jeszcze ,,uratowac”. Przeanalizujmy ponownie poprzednie zadanie.

xt+14x*-32=0

(x?)? + 14x*-32=0 Wyodrebniamy element x>

o = i Podstawiamy nowa zmienng, zapominajac
o zalozeniu.

t2+14t-32=0

A=324,4A =18

t=-16vit=2

A zatem

(t=-16vit=2)Ax*=t

K¥=-16vx*=2 Wracamy do pierwotnej zmienne;.

Tu wlasnie mozemy ,,uratowa¢” nasze rozwigzanie. Wystarczy zauwazyc¢, ze pierwsze

z tych réwnan nie ma rozwigzan, poniewaz kwadrat dowolnej liczby nie moze by¢
ujemny. A wiec

xedvx= \/5 vx=—\/5

Odpowiedi: x € {- JE , \/5 1

(1] zadanie 1.3.

Rozwigz réwnanie: x* + 5x* + 6 = 0.

Rozwiazanie:

X +5x2+6=0

()2 +5x*+6=0 Wyodrebniamy element x*.

x*=t, gdzie t>0 Podstawiamy nowa zmienng, dodajac odpowied-
nie zalozenie.

t2+5t+6=0

A=1,vA =1

(t=-3vi=-2)At20 > ted = xc Wracamy do zmiennej x.

Odpowiedz: Réwnanie nie ma rozwigzan.



1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

(1] Zadanie 1.4.

Rozwigz réwnanie: x° - 7x° - 8 = 0.

Rozwiazanie:

xX-7x°-8=0

(x*)?-7x-8=0 Wyodrebniamy element x°.

x*=t gdziet € R Podstawiamy nowa zmienng, ktdra tym razem jest
dowolng liczbg rzeczywista (mozna opusci¢ to za-
lozenie).

t2-7t-8=0

(t+1)(t-8)=0

(t=-1vt=8)AteR

A zatem

(t=-1vt=8) AX’=t

¥=-1vx’=8 Wracamy do zmiennej x.

x=-1lvx=2
Odpowiedz: x € {-1, 2}.

(1] zadanie 1.5.
Rozwigz réwnanie: x* - 15x* - 16 = 0.
Rozwiazanie:
x-15x*-16=0
(x*)? - 15x*-16=0 Wyodrebniamy element x*.
x*=t, gdziet>0 Podstawiamy nowa zmienna, dodajac odpowied-
nie zalozenie.
t2-15t-16=0

(t+1)(t-16)=0
(t=-1vt=16) At>0
Wobec tego

t=16 Ax*=t

x*=16 Wracamy do zmiennej x.
x=2vx=-2
Odpowiedz: x € {-2, 2}.

Wnhiosek: Jesli podstawiamy zmienng pomocniczg za potege o wykladniku parzy-
stym, to musimy pamietaé, ze ta nowa zmienna jest nieujemna. Zapisujac symbolicz-
nie, otrzymujemy:

x"=t t20.

Jesli podstawiamy nowg zmienng za potege x o wykladniku nieparzystym, to nowa
zmienna moze by¢ dowolna liczba rzeczywistg. Zapisujac symbolicznie, otrzymujemy:
x"* 1=t teR.



1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w réwnaniach

Zadania do samodzielnego rozwiazania

E] 1.1. Rozwiaz rownanie: x* + x*-2=0.

E] 1.2. Rozwigz rownanie: 2x* - x>~ 1 =0.

@ 1.3. Rozwiaz rownanie: 25x* - 10x*+ 1 = 0.

E] 1.4. Rozwiaz rownanie: x5 - 17x°+ 16 = 0.

(1] 1.5. Rozwigz réwnanie: 16x® - 15x* - 1 =0.

@ 1.6. Rozwigz rownanie: x” — 3x° - 6x° + 8 = 0.

E] 1.7. Rozwigz réwnanie: -3(-x*+ 3x>-3) =6 + (3x* - x* - 1)
@ 1.8. Rozwigz rownanie: (x* + 3x + 3)(2x* + 6x-1) + 3 =0.
@ 1.9. Rozwigz réwnanie: x* - 5x° + 8x* - 5x + 1 = 0.

@] 1.10. Rozwigz rownanie: x° - 10x° + 47x* - 100x° + 47x* - 10x + 1 = 0.
@ 1.11. Rozwigz réwnanie: 2(x - 3)* - 1= —|x - 3|.

@ 1.12. Rozwigz réwnanie: (x +5)> =2 - |x+ 5|.

@ 1.13. Rozwigz réwnanie: |x + 1|° = |x + 1|.

@ 1.14. Rozwigz réwnanie: x + 7\x =18.

@ 1.15. Rozwigz réwnanie: x —2 — 3Wx+6=0

@ 1.16. Rozwiaz réwnanie: It —6=5Yx.

@ 1.17. Rozwiaz réwnanie: m —12 = i/m

(11l] 1.18. Rozwiaz réwnanie: 54—-x" - %/(2 +x)’ = 4{/(2 - x)*

@] 1.19. Rozwigz rownanie: J/x +5 — /x> =25 =Yx — 5.

-1 +1
@ 1.20. Rozwigz réwnanie: 3</ aamt 3\/ T 210

x+1
@ 1.21. Rozwiaz réwnanie: ; /x 4 : / X+l
x+1 x* - 4
@ 1.22. Rozwigz réwnanie: 5 =6—Vx’—

(11] 1.23. Rozwigz réwnanie: x* + 3x —% x'+3x—-4 =4

(11] 1.24. Rozwigz réwnanie: x* + 3x — 4 = 5v/x° + 3x —



Podstawianie zmiennej pomocniczej.... Przykladowe odpowiedzi

Odpowiedzi

1. Podstawienie zmiennej pomocniczej w rownaniach
1.1. Podstawienie: t = x%, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.2. Podstawienie: t = x%, gdzie £ > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.3. Podstawienie: t = x%, gdzie t > 0.

NG

Odpowiedz: x € {—— —}
5 5

1.4. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {1, 232 }

1.5. Podstawienie: t = x*, gdzie t > 0.
Odpowiedz: x € {-1, 1}.
1.6. Podstawienie: t = x°, gdzie t € R.

Odpowiedz: x € {1, —3/5, Q/Z}

1.7. Podstawienie: t = -x* + 3x? - 1, gdzie t € R.
Odpowiedz:

“1-45 1-+/5 —1++5 1+4/5 _\/3+\/ﬁ \/3+\/ﬁ

2 2 7 2 72 2 2

1.8. Podstawienie: t = x* + 3x, gdzie t € R.
Odpowiedz: x € {-3, 0}.

1
1.9. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
x

3-+/5 3445
=, :

2

Odpowiedz: x € {1,

. 1 .
1.10. Podstawienie: t = x + —, gdzie t € R.
X

Odpowiedz: x € {2 3,2+ \/5}

1.11. Podstawienie: t = |x — 3|, gdzie t > 0.

Odpowiedz: x € {E, Z} .
2 2




PODROZE
MATEMATYGZNE

format 165 x 235 mm
stron 296

PODROZE MATEMATYCZNE to ksigzka nie tylko dla ucznia i nauczyciela, lecz
dla wszystkich, ktdrzy interesuja sie matematyka i reaguja na jej wyzwania - i dla
mtodszych, i dla starszych.

Z nieprzebranego dorobku matematyki Autor wybrat kilkadziesiagt arcydziet - zadan,
twierdzen, teorii - i w barwny sposdb opowiada o nich z wielu punktéw widzenia.
A czyni to tak, by poczatkujacego czytelnika zainteresowac, a czytelnika dojrzatego
- nie znudzi¢. Autor ukazuje matematyke przyjemna i intrygujaca. Tre$¢ ksigzki
oscyluje wokdt programu szkolnego, chociaz im wyzszy numer rozdzialu, tym
,0dlegto$¢” od szkoty wieksza, a w rozdziale 17 jest wrecz ,kosmiczna”. Ksigzka
i jej rozdziaty sa napisane zgodnie z zasadg stopniowania trudnosci. Znajdziemy tu
roéwnania, tradycyjne zadania w nowym ujeciu, zadania logiczne, kolorowa geometrie
i wycieczke w dziwne przestrzenie. Trudne miejsca nie powinny nikogo odstraszac.
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format 165 x 235 mm
stron 288

SPACERY MATEMATYCZNE to barwny przewodnik po matematyce, ukazujacy ja
z innej niz na lekcjach strony. Profesor Michat Szurek - erudyta i pasjonat — podczas
12 spacerédw snuje opowiesci, z niestychana lekkoscig, wokét wybranych zagadnien
matematycznych, wplata ciekawostki i anegdoty, nawigzuje do innych dziedzin nauki.
Wszystkie tresci oscyluja wokot szkolnego programu nauczania, czasem oddalajgc sie
od niego, by za chwile znowu sie przyblizy¢. A cel jest jeden: zainteresowac czytelnika
matematyka, pomdc jg zrozumiec i sie z nig zaprzyjaznié. Dzieki tej ksigzce uczen
zachwyci sie matematyka wokot siebie, a nauczyciel bedzie mial niewyczerpane
Zrédto pomystéw na atrakcyjne lekcje.



ABC GeaGebry

Poradnik dla poczagtkujgcych

format 165 x 235 mm
stron 132

The ABC of GeaGebra

A Beginner’s Guide

Katarzyna Winkowska
Edyta

Katarzyna A

Renata W

Katarzyna Winkowska-Nowak
Edyta Pobiega

Katarzyna Pobiega
Renata Wegdllinska

Ten poradnik jest przeznaczony dla poczatkujacych adeptéw i zainteresowanych
GeoGebry, jej mozliwosciami i przydatno$cia w nauczaniu i uczeniu sie matematyki
na wszystkich poziomach edukacji. GeoGebra jest bezptatnym oprogramowaniem
matematycznym, dostepnym on-line i off-line w systemach operacyjnych Windows,
Linux i Mac OSX, na komputerach i na urzadzeniach przeno$nych (tablety, smartfony).
Poradnik ten dotyczy stosowania GeoGebry przy uzyciu komputeréw z systemem
operacyjnym Windows.

Poradnik dostepny réwniez w jezyku angielskim.



Tomasz Grebski

¥ WolframAlpha

Praktyczny przewodnik po programie
dla kazdego

format 165 x 235 mm
stron 216

Program ten swe korzenie ma w stynnym programie Mathematica, ktéry doskonale
Iaczy obliczenia numeryczne i symboliczne, interpretacje graficzng wynikow, jezyk
programowania, dokumentacje i mozliwo$¢ publikacji pracy. Dzieki bogactwu
funkcji jest $wietnym narzedziem pracy matematykow, fizykéw, biologow,
chemikoéw i innych.

Program jest przeznaczony zaréwno dla ucznidéw, studentéw, jak i dla nauczycieli.
Z wtasnego doswiadczenia wiem, jak przyjemnie pracuje sie z programem wspdlnie
z uczniami. Nauczyciel bez watpienia staje sie nowoczesny, a uczniéw to zacheca do
pracy. Krotko méwiac - przyjemne z pozytecznym.

W tym Poradniku zajmujemy sie strona matematyczng programu. A zatem
stawiamy sobie pytanie: w czym moze pomo6c nam Wolfram Alpha (jesli chodzi
o matematyke) oraz w jaki sposéb z niego korzystac?

Wolfram Alpha m.in. rozwigzuje réwnania i nieréwnosci, uktady réwnan
i nieréwnosci, oblicza pochodne i catki, rysuje funkcje oraz wypisuje ich
najwazniejsze witasnosci. To oczywiscie przystowiowa ,kropla w morzu” jego
mozliwosci.
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